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Capítulo 1. Motivação

Motivação

Área de concentração: Engenharia Elétrica

Público: graduandos e pós-graduandos

cálculo numérico,
Palavras-chave: métodos numéricos,

aprendizagem baseada em problemas

A motivação deste livro é ter um material em que a partir de um problema e
entendendo a sua natureza, o leitor possa escolher a ferramenta numérica mais
apropriada para a sua resolução. A inspiração são as práticas pedagógicas
conhecidas por metodologia da problematização ou Aprendizagem Baseada
em Problemas (Problem−Based Learning).

Assim, apresenta-se aqui um livro de cálculo numérico aplicado à engenharia
elétrica e as suas principais técnicas numéricas.

Neste contexto, não serão tratadas em profundidade as teorias de cada método,
sua origem ou a sua validação matemática. O objetivo é proporcionar ao
leitor conhecimento suficiente para entender a natureza do seu problema, e
assim o sendo, que ele possa escolher e aplicar um método numérico apto a
sua resolução.

O livro é organizado por capítulos, e cada um deles trata de uma natureza de
problemas dentro da engenharia elétrica. Cada capítulo possui: apresentação
de um problema; sua solução analítica ou explicação da inviabilidade em
resolvê-la; debate sobre método(s) numérico(s) que o resolva; a resolução do
problema pelo método numérico escolhido; justificativa se a solução obtida
é adequada; apresentação de pseudocódigo computacional e bibliotecas
numéricas sobre o tema; lista de problemas similares; referências bibliográficas
básicas e aplicadas.

A estrutura da obra é assim apresentada: faz-se uma discussão preliminar
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Capítulo 1. Motivação

sobre a modelagem numérica, o uso de computadores, suas vantagens e
desvantagens; em seguida, um capítulo sobre a linguagem interpretada Python
também se faz necessário; após, seguem-se capítulos sobre a busca por raízes,
a resolução de sistemas lineares e não lineares, a interpolação de dados,
a derivação e integração de funções, a resolução de equações diferenciais
ordinárias; e, por fim, a resolução de equações integrais.

Nesta versão, optou-se por não inserir temas, tais como, métodos estocásticos
para resolução de sistemas de equações, pesquisa operacional, otimização,
aprendizado de máquina e inteligência artificial – tais temas, apesar de
relevantes, serão provavelmente abordados em edições futuras.

Reforça-se que o propósito maior deste livro é abrir portas, nunca esgotar
assuntos. Para obter maior detalhamento dos métodos, bem como suas
validações, sugere-se a busca pelas obras clássicas sobre cálculo numérico
ou específicos de cada tema, inclusive sobre Python. Este documento fornece
convenções de codificação para o código Python que compreende a biblioteca
padrão na distribuição principal do Python.Este livro é inspirado nas seguintes
referências:

[1] L. C-Torres; M. B-Tobar, Problem-Based Learning: a didactic strategy in
the teaching of system, Springer, 2019. ISBN 978303013394.

[2] THE PYTHON SOFTWARE FOUNDATION. Referência da linguagem python,
versão 3.6. [online]. Disponível em: <https://www.python.org/>.

[3] S. C. Chapra, Métodos Numéricos Aplicados com Matlab, 3rd Ed.
AMGH, 2013. ISBN 9788580551761.

[4] REAMAT, Cálculo Numérico: Um Livro Colaborativo, UFRGS. [online]
www.ufrgs.br/reamat/CalculoNumerico

[5] S. L. Avila, Cálculo Numérico Aplicado à Engenharia Elétrica com
Matlab, IFSC, 2019. ISBN 9788584641383.
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Capítulo 2. Sobre Cálculo Numérico

Sobre Cálculo Numérico

Engenharia é a geração e a aplicação do conhecimento para inventar,
construir e melhorar soluções que promovam avanços na qualidade de vida
da sociedade. Portanto, o(a) engenheiro(a) pode ser definido como aquele(a)
que conjuga conhecimentos multidisciplinares e os aplica tendo em conta a
sociedade, a técnica, a economia e o meio ambiente.

Engenheiros(as) constroem suas hipóteses tendo por início os princípios de
conservação da natureza, os quais levam a equações de continuidade e de
balanço [1]. O que o engenheiro faz é observar e entender um fenômeno ou
problema, traduzi-lo numa modelagem matemática coerente, aplicar técnicas
numéricas eficientes para resolvê-lo e, por fim, validar as soluções encontradas.
Caso as soluções não sejam adequadas, volta-se à definição do problema. A
Figura 2.1 ilustra esse processo iterativo de desenvolvimento da solução.

Nas últimas décadas, tal processo pela busca do conhecimento tornou-se mais
simples com a ajuda dos computadores.

Resolvendo problemas da engenharia com computador

Cálculo numérico, métodos numéricos, engenharia assistida por computador,
projeto assistido por computador, computer aided engineering (CAE), computer
aided design (CAD), matemática computacional e computação científica. Esses
são alguns dos nomes utilizados para designar o campo de estudo interessado
na construção de modelos matemáticos e de técnicas de soluções numéricas
utilizando computadores para analisar e resolver problemas de engenharia
[1]-[3].

Quando a resolução analítica é possível, o problema está resolvido. Entretanto,
quanto mais próximo se deseja a modelagem de um problema real, mais
complexo será o seu entendimento e, consequentemente, mais complexa a sua
formulação matemática.

Utiliza-se a modelagem e a simulação computacional quando o sistema real é
de difícil entendimento na sua totalidade. Outros aspectos que as motivam são
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Capítulo 2. Sobre Cálculo Numérico

a redução de custos para a realização de ensaios ou de provas, bem como a
necessidade de repetibilidade de resultados ou o estudo de situações críticas.

Figura 2.1: Metodologia de modelagem numérica – processo iterativo.

A observação de situações aguça a busca por conhecimento para entendê-
las. Experimentos, testes e buscas por teorias existentes podem ser feitos para
aumentar o conhecimento prévio. Dessa forma, a experiência do engenheiro
acerca do tema é de grande valia neste momento inicial.

A análise estatística (numerical design of experiments – DoE) ajuda a definir
uma sequência ordenada de ações na definição do problema [4]. Além disso,
procedimentos de análise de sensibilidade podem fornecer uma compreensão
abrangente das influências dos diversos parâmetros e suas consequências nos
resultados do modelo [5].

Nesta fase inicial, "problema em estudo"conforme Figura 2.1, os objetivos são
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Capítulo 2. Sobre Cálculo Numérico

avaliar a influência dos parâmetros e quantificar a incerteza do modelo. Com
base nos resultados das ferramentas do DoE e da análise de sensibilidade,
um modelo reduzido com um conjunto menor de parâmetros significativos
pode ser obtido. Isso pode implicar em modelos numéricos mais simples e,
consequentemente, a dificuldade de resolução pode diminuir.

Uma vez que o problema está claro, a sua representação física e matemática
pode ser definida. Dessa forma, novas escolhas devem ser feitas: equações
algébricas podem ser lineares (capítulo 5) ou não lineares (capítulo 6); equações
diferenciais podem ser ordinárias (capítulo 10) ou parciais; e equações
diferenciais podem ser convertidas em equações integrais equivalentes (capítulo
11). A escolha por uma formulação é um equilíbrio entre a abstração física e
a correção da solução.

Outras tomadas de decisão devem ser feitas entre a definição do problema e
a validação da solução. Cada escolha pode levar a soluções mais ou menos
precisas, com mais ou menos esforço computacional.

Uma discussão pertinente é a escolha da linguagem de programação a
ser utilizada. É cada vez mais comum encontrar softwares comerciais para
simulação, e eles são úteis e geralmente fornecem muitas ferramentas de
pós-processamento que ajudam a visualizar os resultados.

Por outro lado, uma desvantagem no uso de software comercial é a falta de
controle sobre todas as variáveis que um engenheiro deve abordar durante
uma investigação. Assim, o desenvolvimento de programação própria é válido.

Pascal, Fortran e C, entre outras linguagens de programação, exigem um
grande conhecimento em programação compilada [6]. Esse foi o paradigma
dominante na criação de software até a programação orientada a objetos,
sendo as mais populares C ++ e Visual C ++.

Recentemente, surgiu a linguagem interpretada. Ela utiliza simplificações na
maneira de se escrever um código. Muitas vezes, isso resulta em um formalismo
pobre e no uso de bibliotecas prontas, gerando dependência similar aos
softwares comerciais. Como enorme vantagem, a linguagem interpretada
permite o engenheiro testar suas ideias sem a necessidade de dedicar um
tempo considerável com a rigidez da programação compilada. Matlab [7] e
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Capítulo 2. Sobre Cálculo Numérico

Python [8] são exemplos de linguagens interpretadas.

Além disso, o uso de bibliotecas open source também está se tornando uma
opção regular. Pode-se encontrar muitos exemplos de ferramentas de código
aberto. No entanto, até mesmo um código bem escrito pode conter erros.

Sobre aproximações e erros

Exatidão pode ser definida como o quão próximo os valores calculados ou
medidos estão próximos do verdadeiro. Importante não confundir com precisão.
Precisão é o quão próximo os valores individuais medidos ou calculados estão
uns dos outros.

Como discutido antes, a primeira questão é saber até que ponto o modelo
matemático bem representa a situação em estudo. Deve-se ter conhecimentos
relativos às etapas de modelagem suficientes para, pelo menos, ter ciência de
qual o grau de exatidão se pode conseguir e, consequentemente, qual o erro
tolerável.

Associam-se a isto os chamados erros numéricos. Erros numéricos são
aqueles causados pelo uso de aproximações para representar quantidades
matemáticas exatas. Eles podem ser de dois tipos: erros de arredondamento e
de truncamento.

Erros de arredondamento surgem porque os computadores têm limites de
tamanho e precisão em sua capacidade de representar números. Em
alguns casos, esses erros podem direcionar os cálculos para instabilidades
numéricas, fornecendo resultados incorretos ou mal condicionados. Erros de
arredondamento podem levar a discrepâncias sutis, difíceis de detectar.

Erros de truncamento resultam do uso de uma aproximação numérica no lugar
de um procedimento matemático exato, geralmente uma tomada de decisão
do engenheiro. Um exemplo disso seria um número máximo de repetições em
um processo iterativo.

Além disso, na ciência da computação, a eficiência pode ser uma característica
relacionada ao número de recursos computacionais utilizados pelo algoritmo,
como tempo, espaço e memória. Então, na análise numérica, os erros de
discretização são aqueles que resultam do fato de que uma função de uma
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Capítulo 2. Sobre Cálculo Numérico

variável contínua é representada por um número finito de avaliações. De forma
geral, os erros de discretização podem ser reduzidos usando um número maior
de avaliações. Logo, tem-se o aumento do custo computacional.

Finalmente, outras ferramentas numéricas podem ser usadas para entender
melhor a solução numérica obtida. Cita-se como exemplo a regressão, a
interpolação e as splines (capítulo 7). Entender o comportamento do problema,
não apenas o valor bruto da solução final, também pode ser possível em muitos
casos.

Utilizada em uma ampla gama de situações, técnicas de aprendizado de
máquina ou de forma genérica, a chamada inteligência artificial, está sendo
aplicada para a modelagem numérica de problemas. O uso dessas técnicas é
um marco importante, a saber, como interpretar dados sem assistência humana
[9].

Em resumo, a metodologia para desenvolver uma representação numérica
exige uma grandeza de detalhes e cuidados proporcionais à complexidade
da situação em estudo. Simplificações, aproximações e erros são comuns.
Entender tais limitações é fundamental para se obter e julgar soluções como
adequadas.

A motivação deste livro é ter um material em que a partir de um problema real
e entendendo a sua natureza, o leitor possa escolher a ferramenta numérica
mais apropriada para a sua resolução.
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Capítulo 3. Python para Cálculo Numérico

Python para Cálculo Numérico

Python é considerada uma linguagem de programação de alto nível. Isto
significa que entendê-la pode ser mais simples do que entender outras, pois
ela se assemelha mais à forma como os humanos se comunicam, enquanto
que linguagens de baixo nível têm sua compreensão dificultada por serem mais
próximas da forma de comunicação dos computadores. No entanto, como
qualquer linguagem, ela exige conhecimento prévio em lógica e algoritmos.

As referências em Python, além do próprio [www.python.org] e o seu guia de
estilo para código (PIP8), são:

1. Curso Intensivo de Python [1]

2. Effective Computation in Physics: Field Guide to Research with Python [2]

3. Python para análise de dados [3]

Para o melhor entendimento deste livro, é necessário que o leitor possua,
previamente, um conhecimento básico de programação em Python 3, uma vez
que aqui o foco não será em conceitos elementares, mas sim aplicações dessa
ferramenta para a solução de problemas da Engenharia. Neste capítulo são
apresentadas as principais bibliotecas que serão usadas ao longo do livro, em
particular a NumPy, a Matplotlib e a SciPy.

3.1 NumPy

A biblioteca Numpy é a base da maior parte dos algoritmos deste livro.
Fundamental para agilizar a manipulação dos números, ela permite realizar
operações com matrizes, encontrar curvas polinomiais, interpolar, e efetuar
quase todo tipo de manipulação numérica.

3.1.1 Arrays

Os chamados Numpy Arrays são estruturas que representam matrizes ou
vetores. Eles possibilitam que as operações sejam feitas com strides, o que
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Capítulo 3. Python para Cálculo Numérico

otimiza significativamente o algoritmo quando comparados às tradicionais
listas, dispensando muitas vezes a necessidade de loops que escaneiam as
estruturas de dados e selecionam valores de acordo com condicionais.

Os arrays da NumPy, por características construtivas da biblioteca, possuem
uma relação com a linguagem C. Ocorre que, em algumas operações, é
utilizado código pré-compilado em C para obter uma velocidade maior do que
seria possível somente com o Python. Esse sistema está presente em produtos
matriciais dessa biblioteca. Apesar da linguagem C realizar um produto de
matrizes de forma mais rápida do que o Python, programar esse tipo de
operação em C é muito mais complexo e trabalhoso. A NumPy une o melhor
de cada linguagem, utilizando a eficiência do C, sem abrir mão da simplicidade
da programação em Python.

Por padrão, todas as operações básicas entre arrays são elemento por elemento,
assim, é preciso que haja uma expecificação ou o uso de funções internas para
realizar algumas operações matriciais.

O problema

Escreva um algoritmo que realize o seguinte produto matricial:


1 2 3
4 5 6
7 8 9

 ·


11 12 13
14 15 16
17 18 19


Para escrever esse código, precisamos especificar que a operação não é
elemento por elemento. Nesse caso, em vez do operador de multiplicação
padrão do Python * , uttilizaremos o caractere @ entre o nome das variáves
como mostrado a seguir.

Resolução assistida por computador

1 impo r t numpy as np
2

3 A = np . a r r a y ( [ [ 1 , 2 , 3 ] ,
4 [ 4 ,5 ,6 ] ,
5 [ 7 , 8 , 9 ] ] )
6 B = np . a r r a y ( [ [ 10 ,11 ,12 ] ,
7 [13 ,14 ,15] ,
8 [ 16 ,17 ,18 ] ] )

16



Capítulo 3. Python para Cálculo Numérico

9 C = A @ B
10 p r i n t (C)

Primeiramente, importamos a NumPy com o nome de np para facilitar o
processo de chamar suas funções. Em seguida, usamos a função numpy.array()
para declarar os arrays a serem multiplicados. Finalmente, a operação entre
os arrays é realizada e o resultado é armazenado na variável C. Outra forma
de resolver o problema seria utilizando a função numpy.dot() que realiza o
produto de matrizes.

O resultado do produto é:


1 2 3
4 5 6
7 8 9

 ·


11 12 13
14 15 16
17 18 19

 =


84 90 96
201 216 231
318 342 366



3.1.2 Manipulações e funções internas

Para poder trabalhar bem com a NumPy é preciso conhecer algumas técnicas
de manipulação de arrays e algumas funções internas. A seguir é demonstrado
como criar uma matriz 3×5 sem digitar manualmente todos os números.

Primeiramente, se faz o uso da função numpy.arange(n) que vai retornar um
array unidimensional de n números inteiros crescentes, começando com o 0 e
terminando com n− 1. No exemplo a seguir n = 15:

1 impo r t numpy as np
2

3 a = np . arange (15 )
4 p r i n t ( a )

A variável a recebeu o seguinte array:

array([ 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14])

Em seguida, para mudar o formato desse array para o formato 3×5, utilizamos
o método reshape(), que encaixará os dados no formato que se quer.
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1 impo r t numpy as np
2

3 a = np . arange (15 )
4 p r i n t ( a )
5 a = a . reshape (3 , 5 )
6 p r i n t ( a )

Finalmente, a variável a recebeu a sua versão após passar pelo método
reshape(3, 5), resultando no seguinte array.

array([[ 0, 1, 2, 3, 4],

[ 5, 6, 7, 8, 9],

[10, 11, 12, 13, 14]])

Para conferir o formato de uma matriz, chamamos o atributo .shape, para ver
a quantidade de valores dentro da matriz, chamamos o atributo .size e para
ver o número de linhas, utilizamos a função len(), conforme a seguir:

1 impo r t numpy as np
2

3

4 a = np . arange (64 )
5 a = a . reshape (16 , 4 )
6 p r i n t ( a )
7 p r i n t ( a . shape ) # Formato de a : 16 por 4
8 p r i n t ( a . s i z e ) # Quantidade de v a l o r e s em a : 64
9 p r i n t ( l e n ( a ) ) # Quantidade de l i n h a s em a : 16

Outra forma de solução, seria usar os índices para selecionar partes dos arrays,
isto é, realizar o seu fatiamento.

O problema

Com o array anterior, forme um array novo composto pelos elementos das
linhas 2 e 3 e das colunas 4 e 5.


0 1 2 3 4
5 6 7 8 9
10 11 12 13 14

→
[

8 9
13 14

]

Para se resolver este problema, serão utilizadas as técnicas de fatiamento de
estruturas de dados. É importante lembrar que os índices no Python começam
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em zero, ou seja, o elemento a11 da matrix(array) a é especificado como a[0,
0]. Se a especificação fosse a[1, 1], ter-se-ia, na verdade, o elemento a22 da
matrix, que nesse caso é o 6.

Além disso, pode-se especificar linhas e colunas. Por exemplo, para especificar
a primeira linha da matrix, escreve-se a[0, :], ou seja, para o array a, a linha
0 e todas as colunas. Da mesma forma, para especificar a primeira coluna da
matrix, escreve-se a[:, 0], ou seja, para o array a, todas as linhas e a coluna
0.

Um detalhe importante é que caso seja necessário fatiar uma parte dos
elementos de uma linha ou coluna, utiliza-se o índice do primeiro elemento
antes dos ’:’ e, para o último elemento, coloca-se o seu índice acrescentado
em 1. Por exemplo, se desejar selecionar os 3 elementos do meio da última
linha de a (11,12,13), a escrita será a[2, 1:4], ou seja, para a linha de índice
2 (os índices das 3 linhas são 0, 1 e 2), serão selecionados os elementos que
ocupam os lugares dos índices 1 ao 3. Note que em vez de colocar o número
3 após os ’:’, foi colocado 4, pois é 3+1. Na especificação de intervalos, é
comum a necessidade de adicionar 1 ao índice do último elemento, devido às
características internas do interpretador Python.

Resolução assistida por computador

1 impo r t numpy as np
2

3

4 a = np . arange (15 )
5 p r i n t ( f ’ a =\n {a} ’ ) # \n é usado para quebra de l i n h a
6 a = a . reshape (3 , 5 )
7 p r i n t ( f ’ a =\n {a} ’ ) # f−s t r i n g s f a c i l i t a m a formata ção
8 b = a [1 :3 , 3 :5 ]
9 p r i n t ( f ’ b =\n {b} ’ )

O resutado foi o seguinte array:

array([[ 8, 9],

[13, 14]])

A função numpy.linspace(start, stop, num) também poderia ter sido
utilizada no lugar de numpy.arange(n) para gerar os números do array
a. Ela opera recebendo os valores de início(start) e parada(stop) do intervalo,
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bem como o número de valores que ocuparão esse intervalo(num). Como
retorno, numpy.linspace(start, stop, num) entrega um array de números
linearmente espaçados de acordo com o intervalo e o número especificados.
Essa função é muito utilizada para plotagem, como será demonstrado mais à
frente.

Outras funções interessantes são numpy.zeros e numpy.ones que retornam
arrays compostos por zeros ou uns de acordo com o tamanho e o formato
especificado.

3.2 Matplotlib

A Matplotlib é uma biblioteca especializada na confecção de gráficos. A seguir,
são demonstrados os princípios básicos desta ferramenta.

3.2.1 Plotagem 2D

A principal função interna desta biblioteca, para o uso que se pretende fazer,
é a função matplotlib.pyplot.plot(x, y) que serve para a plotagem de
gráficos 2D. Seu uso é bem simples: x e y são as coordenadas dos pontos a
serem plotados, podendo ser apenas as coordenadas de um ponto ou arrays
com as coordenadas de vários pontos. O exemplo a seguir mostra a plotagem
simples de duas funções: uma senoidal e uma cossenoidal.

1 impo r t numpy as np
2 impo r t m a t p l o t l i b . p y p l o t as p l t
3

4 x = np . l i n s p a c e (−np . p i , np . p i , 35) # 35 va l o r e s e n t r e −p i e p i
5 y_sen = np . s i n ( x ) # a r r a y senos dos v a l o r e s de x
6 y_cos = np . cos ( x ) # a r r a y cossenos dos v a l o r e s de x
7 p l t . p l o t ( x , y_sen , l a b e l=’ seno ’ )
8 p l t . p l o t ( x , y_cos , l a b e l=’ cosseno ’ )
9 p l t . x l im (−np . p i , np . p i )
10 p l t . x l a b e l ( ’Ângulo [ rad ] ’ )
11 p l t . y l a b e l ( ’ Função t r igonomé t r i c a ( x ) ’ )
12 p l t . g r i d ( T rue )
13 p l t . legend ( )
14 p l t . show ( ) # most ra o gr á f i c o
15 p r i n t ( f ’ x =\n{ x } ’ )
16 p r i n t ( f ’ y_sen =\n{ y_sen } ’ )
17 p r i n t ( f ’ y_cos =\n{ y_cos } ’ )

Para agilizar a confecção do código a biblioteca NumPy, foi importada como
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np e o submódulo pyplot da Matplotlib, que contém a função plot(), como
plt. No exemplo, os valores de x foram obtidos pelo uso de linspace(start,
stop, num), em que start = −π, stop = π e a quantidade de valores
num = 35. A Figura 3.1 mostra o gráfico gerado pelo algoritmo.

Figura 3.1: Plotagem de função senoidal e cossenoidal

Além da plotagem simples, é possível plotar mais de um gráfico por figura com
o uso da ferramenta matplotlib.pyplot.subplots(). Dessa forma, em vez
de comandar a plotagem utilizando o plt., separa-se a figura em 2 gráficos
(ax1 e ax2) e especificam-se os parâmetros de cada gráfico separadamente. O
algoritmo a seguir ilustra o uso matplotlib.pyplot.subplots() utilizando os
mesmos dados do exemplo anterior. A Figura 3.2 mostra os gráficos gerados
pelo código.

1 impo r t numpy as np
2 impo r t m a t p l o t l i b . p y p l o t as p l t
3

4 x = np . l i n s p a c e (−np . p i , np . p i , 35)
5 y_sen = np . s i n ( x )
6 y_cos = np . cos ( x )
7

8 f i g , ( ax1 , ax2 ) = p l t . s u b p l o t s ( 2 )
9 ax1 . g r i d ( T rue )
10 ax1 . p l o t ( x , y_sen )
11 ax1 . s e t ( t i t l e=’ Funções Trigonomé t r i c a s ’ , y l a b e l=’ sen ( x ) ’ )
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12 ax1 . s e t _ x l i m (−np . p i , np . p i )
13

14 ax2 . g r i d ( T rue )
15 ax2 . p l o t ( x , y_cos , c o l o r=’ orange ’ )
16 ax2 . s e t ( x l a b e l=’Ângulo [ rad ] ’ , y l a b e l=’ cos ( x ) ’ )
17 ax2 . s e t _ x l i m (−np . p i , np . p i )

Figura 3.2: Uso do subplots para plotar dois gráficos adjacentes

3.2.2 Plotagem 3D

Existem diversas formas de se fazer gráficos tridimensionais usando a Matplotlib.
O exemplo a seguir ilustra uma dessas formas:

1 impo r t m a t p l o t l i b . p y p l o t as p l t
2 impo r t numpy as np
3

4 X = np . arange (−np . p i , np . p i , 0 .5 )
5 Y = np . arange (−np . p i , np . p i , 0 .5 )
6 # Plano b i d imen s i ona l
7 X , Y = np . meshgr id ( X , Y )
8 f _ x y = np . s q r t ( X ∗∗ 2 + Y ∗∗ 2)
9 # Plano t r i d i m e n s i o n a l
10 Z = np . cos ( f _ x y )
11 f i g , ax = p l t . s u b p l o t s ( subp lo t_kw={" p r o j e c t i o n " : " 3d " } )
12 ax . p l o t _ s u r f a c e ( X , Y , Z , cmap=’ coo l ’ ) # plotagem da s up e r f í c i e 3D
13 p l t . show ( )
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Note que aqui np.arange(start, stop, step) foi usado de uma maneira
diferente da que foi mostrada anteriormente. Nesse caso, ele funciona quase
como o np.linspace(start, stop, num), porém, em vez de se especificar
a quantidade de valores no intervalo(num), se especifica a distância entre os
valores(step).

Outra ferramenta fundamental para esta plotagem é plt.meshgrid(X, Y)
que cria uma grade com as coordenadas dos arrays X e Y , representando
um plano bidimensional. Finalmente, os valores de Z são definidos em
função trigonométrica de X e Y e, com todas as coordenadas; a superfície
tridimensional é plotada no gráfico, como mostrado na Figura 3.3.

Figura 3.3: Plotagem 3D de Z em função de X e Y

3.3 SciPy

Baseada naNumPy, a SciPy possui ferramentas para operações mais complexas.
Suas inúmeras funções internas são muito úteis para a resolução de problemas,
como funções de interpolação, integração e derivação, transformadas de
Fourier, entre outras. Além do mais, seu módulo de constantes contém diversas
constantes físicas e matemáticas, dispensando a necessidade de escrevê-las
manualmente no código.
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O exemplo a seguir foi retirado do site oficial da SciPy e mostra como utilizá-la
para a interpolação de dados:

1 impo r t m a t p l o t l i b . p y p l o t as p l t
2 f rom s c i p y impo r t i n t e r p o l a t e
3

4

5 x = np . arange (0 , 10)
6 y = np . exp (− x / 3 .0 )
7 f = i n t e r p o l a t e . i n t e r p1d ( x , y )
8 xnew = np . arange (0 , 9 , 0 .1 )
9 ynew = f ( xnew ) # use i n t e r p o l a t i o n f u n c t i o n r e t u r n ed by ‘

i n t e rp1d ‘
10

11 p l t . p l o t ( x , y , ’o ’ , l a b e l=’Dados ’ )
12 p l t . p l o t ( xnew , ynew , ’− ’ , l a b e l=’ I n t e r p o l a ção ’ )
13 p l t . legend ( )
14 p l t . show ( )

Adaptado de [4]

Primeiramente, os dados que servirão de base para a interpolação são
gerados com np.arange(n) e np.exp(), representando um comportamento
exponencial f(x) = ax/3.

Em seguida, interpolate.interp1d(x, y) retorna uma função resultado da
interpolação para f . Novos dados são gerados para xnew e ynew usando a
função f e, finalmente, todos os dados são plotados, conforme Figura 3.4.

Figura 3.4: Interpolação com a Scipy
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No decorrer do livro, outros exemplos de uso dessas três bibliotecas serão
demonstrados.
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Raízes

As equações da engenharia são usualmente baseadas em princípios de
conservação, como por exemplo as leis de Kirchhoff para análise de circuitos
elétricos. Esses princípios são explicados por funções de continuidade e de
balanço que explicitam o comportamento do fenômeno em estudo.

Caso haja uma única função que bem represente esse fenômeno, uma possível
solução é buscar a sua raiz. Uma raiz ou zero da função consiste em
determinar os pontos de intersecção da função com o eixo das abscissas no
plano cartesiano.

Para tal, baseia-se no teorema de Bolzano sobre existência e unicidade:

Assumindo que f : [a, b]→ R , e f(x) é uma função contínua tal

que f(a) · f(b) < 0 , então, existe x∗ ∈ (a, b) tal que f(x∗) = 0. [1]

Este capítulo apresenta duas maneiras para a aproximação numérica na busca
de raízes: um método intervalar (bissecção) e um método aberto (Newton-
Raphson).

Quando o problema em estudo apresenta aspectos de interdependência entre
variáveis, certamente resultará em um conjunto de funções acopladas. Elas
devem ser resolvidas simultaneamente por meio de um sistema de equações.
Esse assunto será tratado nos capítulos sobre sistemas lineares e sistemas
não-lineares.

Importante observar a necessidade de distinção entre raiz, valores máximos e
valores mínimos de uma função. Processos para a determinação de valores
máximos e mínimos são denominados otimização – tema não abordado neste
livro. A busca por raízes pode ser transformada em otimização e vice-versa.
Para tal, manipulações na equação devem ser realizadas. A Figura 4.1 ilustra
essa diferença.
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Figura 4.1: Raizes, máximos e mínimos de uma função

O problema

Calcule a corrente que circulará no circuito eletrônico ilustrado.

Admitindo um diodo de silício
próximo da idealidade, sua
queda de tensão é de 0,7 V.

Por análise de malha:

I = (V − Vd)
R

. (4.1)

A equação 4.1 é uma equação algébrica com simples resolução analítica.
Considerando V = 24 V e R = 10 Ω, tem-se I = 2,3300 A.

Saindo da idealidade, sabe-se que a operação do diodo varia com a sua
temperatura. Um possível modelo que relaciona a tensão (Vd), a corrente (Id)
e a temperatura de operação (T ) no diodo pode ser:

Vd =
(
n
kT

q

)
log

(
Id
ICR

+ 1
)

(4.2)

onde ICR é a corrente de condução reversa, n é o coeficiente de emissão, k é
a constante de Boltzmann e q é a carga do elétron [2][3].
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Entendendo que a corrente no diodo é a corrente no circuito, por análise
de malha, tem-se:

V = Vd +RId, (4.3)

então Vd =
(
nkTq

)
log

(
Id
ICR

+ 1
)

+RId

A partir daqui, por mais que se tente manipular, não se consegue resolver a
equação de forma explícita para Id. O termo log(Id/ICR + 1) não permite.
Assim sendo, uma resolução direta fica inviável.

Uma maneira alternativa para a resolução do problema é subtrair dos dois
lados da igualdade o termo a sua esquerda, adquirindo uma nova função:

f(I) =
(
n
kT

q

)
log

(
Id
ICR

+ 1
)

+RId − V (4.4)

Agora, a resposta para o problema é encontrar um valor para Id que torna a
função igual a zero, portanto, a sua raiz.

Uma maneira para isto é graficar o comportamento de f(I). Por inspeção
visual e pouco precisa, obtém-se I. Admitindo um diodo 1N4001
com ICR = 31,9824 nA, n = 2, k = 1,3806 x 1023 J/K, T = 300K
(26,85 ◦C) e q = 1,6022 x 1019 C, consegue-se o comportamento ilustrado.

A corrente tem valor
aproximado de 2,3000 A.
Assim sendo, conforme (4.1),
obtém-se Vd de 0,9353 V.

Pode-se utilizar métodos numéricos para se resolver o problema com mais
precisão, caso necessário. Existem inúmeros métodos para a identificação
de raízes, que podem ser divididos em duas famílias: métodos intervalares
e métodos iterativos. Talvez os mais conhecidos e eficientes dentro dessas
famílias para o objetivo aqui proposto sejam os métodos de bissecção e
Newton-Raphson, respectivamente.
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4.1 Método intervalar: Bissecção

De forma geral, se f(x) for real e contínua no intervalo [x1, x2] e f(x1) e f(x2)
tiverem sinais opostos, portanto:

f(x1)× f(x2) < 0, (4.5)

x = x1 + x2

2
então, existe pelo menos uma raiz x real entre x1 e x2.

O método intervalar de bissecção utiliza esee entendimento. A nova solução
x é obtida pela média entre x1 e x2. A determinação do novo intervalo é
feita pela checagem de (4.5) para x, x1 e x2. O critério de parada pode ser
definido como a diferença de f(x) entre duas iterações subsequentes ou pela
sua proximidade com o zero. A Figura 4.2. ilustra três iterações do método
intervalar de bissecção.

Figura 4.2: Método de Bissecção.

Resolução assistida por computador

1 f rom math impo r t log , e # impor ta fun ção loga r í t imo neper iano e a
c t e de e u l e r

2

3 de f f ( Id , # Cor ren te no diodo ( A )
4 n=2, # Coe f i c i e n t e de emis s ão
5 k=1.3806 ∗ (10 ∗∗ (−23) ) , # Cons tan te de Bol t zmann
6 V=24, # Tensão da f o n t e ( V )
7 T=300, # Temperatura de opera ção ( K )
8 q=1.6022 ∗ (10 ∗∗ (−19) ) , # Carga do e l é t r o n
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9 I c r =31.9824 ∗ (10 ∗∗ (−9) ) , # Cor ren te de condução
r e v e r s a ( A )

10 R=10) : # R e s i s t ê nc ia (Ohms )
11

12 r e t u r n ( n ∗ ( k ∗ T / q ) ) ∗ m. log ( ( I d / I c r ) + 1 , m. e ) + R ∗ I d
− V

13

14 de f b i s s e c cao ( x1 , # x1 i n í c i o do i n t e r v a l o
15 x2 , # x2 f im do i n t e r v a l o
16 TOL , # e r r o t o l e r ado
17 i t e r =16) : # número máximo de i t e r a ções
18

19 hp = ( x1 + x2 ) /2 # Ponto mé d io e n t r e os v a l o r e s x1 e x2
20 i f f ( x1 ) ∗ f ( x2 ) > 0:
21 p r i n t ( " Nenhuma ra í z encon t rada . " ) # nenhuma ra í z .
22 e l s e :
23 c = 0 # v a r i á v e l con tador
24 ERRO = abs ( f ( x2 ) − f ( x1 ) ) # d i f e r e n ça e n t r e os v a l o r e s de

y
25 wh i l e ERRO > TOL or c < i t e r : # loop i t e r a t i v o com c r i t é

r i o s de parada
26 hp = ( x1 + x2 ) / 2.0
27 i f f ( hp ) == 0:
28 r e t u r n [ hp , c ]
29 e l i f f ( x1 ) ∗ f ( hp ) < 0:
30 x2 = hp
31 c += 1 # contagem
32 e l s e :
33 x1 = hp
34 ERRO = abs ( f ( x2 ) − f ( x1 ) )
35 r e t u r n { " hp " : hp , " i t e r a ção " : c} # ra í z da fun ção ; número

de i t e r a ções
36

37 r e sp = b i s s e c cao ( x1=2, x2=2.5 , TOL=0.0001, i t e r =16)
38 p r i n t ( f ’ ra í z aprox { r e sp [ " hp " ] : . 4 f } ’ )
39 p r i n t ( f ’O número de i t e r a ções f o i { r e sp [ " i t e r a ção " ] } ’ )

Adaptado de [5]

A Tabela 4.1. apresenta o resultado numérico para o problema do circuito
eletrônico. A função em estudo é a eq. (4.4).

Os valores iniciais de x1 e x2 foram adotados tendo por base a experiência
prévia sobre o problema, no caso a resolução analítica próximo à idealidade.
Aqui foi usado [2,0000 2,5000] A.

O conhecimento prévio acelera processos numéricos; entretanto, deve ser
usado com cuidado para não induzir falsas ou não tão boas soluções.
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Tabela 4.1. Resolução pelo método de bissecção

Interação x1 x2 x f(x1) f(x) Erro
1 2,0000 2,5000 2,2500 -3,0719 -0,5658 5,0115
2 2,2500 2,5000 2,2500 -0,5658 -0,5658 2,5054
3 2,2500 2,3750 2,3750 -0,5658 0,6870 1,2528
4 2,2500 2,3125 2,3125 -0,5658 0,0606 0,6264
5 2,2812 2,3125 2,2812 -0,2526 -0,2526 0,3132
...
16 2,3064 2,3065 2,3064 -0,0001 -0,0001 0,0002

O critério de parada utilizado foi a diferença de f(x) entre duas iterações
subsequentes iguais ou menores que 0,0002. O valor de x na 16a iteração é
de 2,3064 A. Com esse valor, conforme (4.1), Vd = 0,9355 V.

Destaca-se aqui o cuidado com o número de algarismos significativos. O
cálculo realizado, bem como a Tabela 4.1, foram truncados em quatro
algarismos e podem incutir em erro. O erro por arredondamentos mal feitos
em aproximações numéricas é bem comum. Aqui, uma forma de mitigá-lo é
reduzir o erro tolerado (< 0,0002). Isso aumenta o esforço computacional.

4.2 Método iterativo: Newton-Raphson

A derivada de primeira ordem de uma função (f ′(x)) é equivalente à inclinação
da função. Assim sendo, uma aproximação da raiz é:

x(i+1) = xi −
f(xi)
f ′(xi)

(4.6)

Dessa forma, a informação de onde o eixo x será atravessado por uma reta
tangente ao ponto [xi , f(xi)] pode ser utilizada como aproximação para a
raiz de f(x).

O método de Newton-Raphson usa esse princípio geométrico, conforme
ilustrado na Figura 4.3. A cada iteração, um novo xi+1 é determinado.

32



Capítulo 4. Raízes

Figura 4.3: Método de Newton-Raphson.

Resolução assistida por computador

1 impo r t math as m
2 f rom s c i p y . misc impo r t d e r i v a t i v e
3 impo r t numpy as np
4

5

6 de f f ( Id , # Cor ren te no diodo ( A )
7 n=2, # Coe f i c i e n t e de emis s ão
8 k=1.3806 ∗ (10 ∗∗ (−23) ) , # Cons tan te de Bol t zmann
9 V=24, # Tensão da f o n t e ( V )
10 T=300, # Temperatura de opera ção ( K )
11 q=1.6022 ∗ (10 ∗∗ (−19) ) , # Carga do e l é t r o n
12 I c r =31.9824 ∗ (10 ∗∗ (−9) ) , # Cor ren te de condução

r e v e r s a ( A )
13 R=10) : # R e s i s t ê nc ia (Ohms )
14

15 r e t u r n ( n ∗ ( k ∗ T / q ) ) ∗ m. log ( ( I d / I c r ) + 1 , m. e ) + R ∗ I d
− V

16

17

18 de f d ( x ) :
19 r e t u r n d e r i v a t i v e ( f , x ) # de r i vada fun ção da Sc iPY
20

21

22 de f newtonRaphson ( x , # x i n i c i a l
23 max i t=10, # número máximo de i t e r a ções
24 TOL=0.0001) : # e r r o t o l e r ado
25

26 a = f ( x ) / d ( x )
27 i t e r = 0
28 wh i l e abs ( a ) > TOL and i t e r < max i t : # c r i t é r i o de parada
29 a = f ( x ) / d ( x )
30 # x ( i +1) = x ( i ) − f ( x ) / f ’ ( x )
31 x = x − a
32 i t e r += 1
33 r e t u r n [ x , i t e r ]
34
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35

36 # Exemplo
37 x0 = 2 # Va lo r i n i c i a l
38 ans = newtonRaphson ( x0 )
39 r a i z = ans [ 0 ]
40 p r i n t ( f ’A r a i z é { r a i z : . 5 f } . Com {ans [ 1 ] } i t e r a ções . ’ )

Adaptado de [6]

A função em estudo é (4.3). A sua derivada é

f ′(I) =
0, 4343

(
nkTq

)
(Id + ICR) +R (4.7)

O valor inicial adotado foi x = 2 A. O erro tolerado foi obtido na terceira
iteração. O esforço computacional necessário aqui é menor que o dispendido
no método de bissecção. A Tabela 4.2. apresenta o resultado numérico para
o problema proposto.

Tabela 4.2. Resolução pelo Método de Newton-Raphson

Iteração x f(x) f’(x) Erro
1 2,000 -3,0719 10,0112 0,0133
2 2,3068 0,0039 10,0097 0,0002
3 2,3064 0,0000 10,0097 <0,0001

Em contrapartida, nem sempre é fácil obter a derivada de uma função. Erros
de convergência também podem acontecer quando houver características
peculiares do comportamento da derivada da função em estudo. São exemplos
de dificuldades: a função possuir regiões paralelas ou quase perpendiculares
ao eixo x (inclinação próxima a 0° ou 90°). Nesses casos, a derivada pode
apresentar problemas numéricos.

4.3 Exercícios propostos

1. Calcule o comprimento do cabo (C) entre duas torres de transmissão
(i.e. a catenária) [4]. A distância entre as torres é de d = 500m. A
flecha máxima permitida é fmax = 50m. Flecha é a distância vertical
entre uma reta que liga os dois pontos de fixação. A flecha (f) depende
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do comprimento do vão (d) e da tração (C) aplicada ao cabo. O seu
modelo matemático pode ser:

f = C.

[
cosh

(
d

2C

)
− 1

]
(4.8)

Resposta: 633, 1621m

2. Um retificador de meia onda a diodo alimenta uma carga indutiva-
resistiva (f = 1 kHz, L = 100 mH e R = 1 kΩ). Encontre o ângulo para
o qual a corrente Id no diodo se anula. Considere o seguinte modelo
matemático:

Id = sin(β − φ) + sin(φ)e(− β
tan(φ) ) (4.9)

tan(φ) = 2πf.L/R Resposta: β = 212, 2284◦
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Sistemas Lineares

Como dito no capítulo anterior, os problemas da engenharia são usualmente
baseados em princípios que levam a equações de continuidade e de balanço.
Caso tenhamos uma única função que bem represente esse fenômeno, uma
possível solução é buscar a sua raiz.

Quando o problema em estudo apresenta aspectos de interdependência entre
variáveis, certamente resultará em um conjunto de funções acopladas que
devem ser resolvidas simultaneamente: um sistema de equações. Dessa forma:



f1(x1, x2, . . . , xn) = 0
f2(x1, x2, . . . , xn) = 0

...

fn(x1, x2, . . . , xn) = 0

(5.1)

Esses sistemas podem ser de natureza linear ou não-linear [1]. Aqui serão
tratados os sistemas ditos lineares (o próximo capítulo é destinado aos sistemas
não-lineares).. Um sistema de equações lineares a coeficientes constantes pode
ser representado por:



a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2
...

an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn

ou [A]{x} = {b}, (5.2)

onde ann são constantes chamadas coeficientes, agrupadas como elementos de
uma matriz com n linhas e n colunas que chamaremos de A. bn são constantes
chamadas de termo independente e xn são as variáveis ou incógnitas. N é o
número de variáveis e pode ser qualquer número inteiro positivo. Assim sendo,
as equações representam retas. Qualquer variação nesse formato tornará o
sistema não-linear, portanto curvas.
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A resolução direta de um sistema linear é dada por:

{x} = [A]−1{b}. (5.3)

Os sistemas lineares podem ser classificados de acordo com o seu número de
soluções:

• Um sistema dito possível e determinado possui uma única solução
(intersecção das retas);

• Um sistema dito possível e indeterminado possui infinitas soluções (retas
sobrepostas);

• Um sistema que não possui solução é chamado de impossível ou
incompatível (retas paralelas).

As duas últimas situações são chamadas de singularidades. Outra dificuldade
é quando as inclinações das retas são tão próximas que o ponto de intersecção
é de difícil detecção, os chamados sistemas mal condicionados. Aplicar
diferentes abordagens para buscar a solução pode ser necessário por causa
dessas dificuldades. Em outras palavras:

Questão 1 – a matriz [A] é inversível ou é não inversível? O segundo caso é
chamado de matriz singular.

Questão 2 – alguns problemas lineares são mais custosos de serem resolvidos,
pois os erros de arredondamento se propagam de forma mais significativa que
em outros problemas. Isso acontece, sobretudo, pela ocorrência de muitos
zeros ou números próximos a zero. Nesse caso, chama-se de problemas mal
condicionados.

Em resumo: um problema bem-condicionado é um problema cujos erros
de arredondamento se propagam de forma menos importante; enquanto
problemas mal condicionados são problemas cujos erros se propagam de
forma mais relevante.
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Uma métrica possível para medir o condicionamento de uma matriz é:

k(A) := ‖A‖‖A−1‖ , (5.4)

onde k é o número de condicionamento e ||.|| é a norma da matriz [A]
em estudo. Se [A] é bem condicionada, k é próximo de 1. Se [A] é mal
condicionada, k tende a zero. O número de condicionamento é um indicador
para a determinação da confiabilidade na solução de sistemas algébricos.

São inúmeros os livros que tratam com mais propriedade dos conceitos
de sistemas lineares, como por exemplo [1]. O resumo aqui exposto é o
conhecimento mínimo necessário para o adequado entendimento e aplicação
dos métodos numéricos que se seguem.

Duas famílias de métodos para a resolução de sistemas lineares são aqui
apresentadas: métodos diretos (eliminação de Gauss e decomposição LU) e
métodos iterativos (Gauss-Siedel).

Métodos iterativos lidammelhor com problemas mal condicionados, entretanto,
podem exigir um esforço computacional maior que os métodos diretos. Os
métodos iterativos necessitam de um critério de parada, portanto, levam a uma
aproximação da solução.
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O problema

Dado o circuito elétrico ilustrado, calcule a corrente no resistor R5. As fontes
têm valor de V1 = 10 V, V2 = 15 V e V3 = 10 V. Os resistores são iguais e
tem valor de 1 Ω.

O circuito elétrico pode ser
equacionado pela lei das
tensões de Kirchhoff.
Isto resultará num sistema linear
com quatro incógnitas, a saber,
as correntes de cada malha.
Um equacionamento possível é:


(R1 +R2 +R8)I1 +R2I2 + 0I3 −R8I4 = V1

R2I1 + (R2 +R3 +R5)I2 +R3I3 +R5I4 = V2

0I1 +R3I2 + (R3 +R4 +R6)I3 −R6I4 = V3

−R8I1 +R5I2 −R6I3 + (R5 +R6 +R7 +R8)I4 = 0

ou, na forma matricial,


3 1 0 −1
1 3 1 1
0 1 3 −1
−1 1 −1 4



I1

I2

I3

I3

 =


10
15
10
0


A solução pode ser obtida pela aplicação da regra de Cramer (uso de
determinantes) [1] ou de forma direta x = [A]−1 {b}.

Quanto maiores forem as dimensões das matrizes, maior será a dificuldade
numérica para o cálculo dos determinantes ou para a inversão da matriz.

Por Cramer [1], a corrente em R5 é de 3,6667 A.
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5.1 Método direto: Eliminação de Gauss
a11 a12 a13 b1

a21 a22 a23
... b2

a31 a32 a33 b3


↓ (1)

a11 a12 a13 b1

0 a′22 a′23
... b′2

0 0 a′′33 b′′3


↓ (2)

x3 = b′′3/a
′′
33

x2 = (b′2 − a′23x3)/a′22

x1 = (b1 − a13x3 − a12x2)/a11

Dois passos:

1. Eliminação progressiva – as equações
são manuseadas para suprimir uma das
variáveis das equações (escalonamento).
A última ficará com uma incógnita caso
haja solução.

2. Substituição regressiva – a última equação
é resolvida diretamente, e o resultado
substituído regressivamente nas equações
anteriores para determinar as demais
incógnitas. O processo é omesmo usando
matriz triangular superior ou inferior.

Para evitar divisões por zero ou por valores muito próximos de zero, que pode
levar a erros numéricos, sugere-se uma análise prévia para a troca na ordem
das linhas do sistema. É o chamado pivotamento.

Resolução assistida por computador

1 f rom numpy impo r t a r ra y , z e r o s
2

3

4 de f GaussE l im ina ção ( A , b ) : # c r i a−se a fun ção do mé todo
5 n = len ( b )
6 x = ze r o s ( n , f l o a t )
7 # E l im i na ção p r o g r e s s i v a
8 f o r k i n range ( n−1) :
9 f o r i i n range ( k+1, n ) :
10 i f A [ i , k ] == 0:
11 con t i nue
12 f a t o r = A [ k , k ] / A [ i , k ]
13 f o r j i n range ( k , n ) :
14 A [ i , j ] = A [ k , j ] − A [ i , j ]∗ f a t o r
15 b [ i ] = b [ k ] − b [ i ]∗ f a t o r
16 p r i n t ( f ’A =\n {A} ’ )
17 p r i n t ( f ’ b =\n {b} ’ )
18 # S u b s t i t u i ção r e g r e s s i v a
19 x [ n−1] = b [ n−1] / A [ n−1, n−1]
20 f o r i i n range ( n−2, −1, −1) :
21 sum_ax = 0
22 f o r j i n range ( i +1, n ) :
23 sum_ax += A [ i , j ] ∗ x [ j ]
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24 x [ i ] = ( b [ i ] − sum_ax ) / A [ i , i ]
25 f = ’SOLUÇÃO DO SISTEMA ’
26 p r i n t ( ’− ’ ∗ ( l e n ( f ) +32) )
27 p r i n t ( f ’ { f :^50} ’ )
28 p r i n t ( ’− ’ ∗ ( l e n ( f ) +32) )
29 p r i n t ( x )
30 p r i n t ( ’Onde : ’ )
31 f o r c i n range (0 , l en ( x ) ) :
32 p r i n t ( f ’ \ t x [ { c } ] = { x [ c ] } \n ’ )
33

34

35 # Uso do mé todo
36 A = a r r a y ( [ [ 3 , 1 , 0 , −1] ,
37 [ 1 , 3 , 1 , 1 ] ,
38 [ 0 , 1 , 3 , −1] ,
39 [−1 , 1 , −1, 4 ] ] )
40 b = a r r a y ( [ 10 , 15 , 10 , 0 ] )
41 GaussE l im ina ção ( A , b )

Adaptado de [3]

Por eliminação de Gauss, o resultado obtido é:

I =
[

2, 3333 3, 3333 2, 3333 0, 3333
]
.

Fazendo IR5 = I2 + I4, tem-se 3,6667 A.

5.2 Método direto: Decomposição LU

[A]{x} = {b}

↓ (1)

[A] = [L]× [U ]

↓ (2)

[L]{d} = {b}

↓ (3)

[U ]{x} = {d}

A decomposição LU se trata de três passos:

1. [A] é decomposta emmatrizes triangulares
inferiores [L] e superiores [U ];

2. o vetor intermediário {d} é obtido por
substituição progressiva;

3. por fim, por substituição regressiva se
obtém {x}.

Recomenda-se o uso de decomposição LU quando a matriz [A] é fixa e se
deseja entender o comportamento do problema com variações em {b}.

Nesse contexto, percebe-se que os novos cálculos de {d} e {x}, feitos por
substituição em matrizes triangulares, são computacionalmente mais simples

42



Capítulo 5. Sistemas Lineares

do que a completa inversão de [A].

Resolução assistida por computador

1 impo r t numpy as np
2

3

4 de f LU_Decomposi t ion_method ( A , b ) : # c r i a−se a fun ção do mé todo
5 m = len ( A )
6 y = np . z e r o s (m)
7 x = np . z e r o s (m)
8 U = A
9 L = np . z e r o s ( [m, m] )
10 f o r k i n range (0 , m) :
11 f o r r i n range (0 , m) :
12 i f ( k == r ) :
13 L [ k , r ] = 1
14 i f ( k < r ) :
15 f a c t o r = ( A [ r , k ] / A [ k , k ] )
16 L [ r , k ] = f a c t o r
17 f o r c i n range (0 , m) :
18 U[ r , c ] = A [ r , c ] − ( f a c t o r ∗ A [ k , c ] )
19 A = np . z e r o s ( [m, m] )
20 f o r r i n range (0 , m) :
21 f o r c i n range (0 , m) :
22 f o r k i n range (0 , m) :
23 A [ r , c ] += ( L [ r , k ] ∗ U[ k , c ] )
24 p r i n t ( ’A ’ )
25 p r i n t ( A )
26 p r i n t ( ’ L ’ )
27 p r i n t ( L )
28 p r i n t ( )
29 p r i n t ( ’U ’ )
30 p r i n t (U )
31 # RESOLUÇÃO DAS EQUAÇÕES MATRICIAIS
32 ###################################
33 y = np . l i n a l g . s o l v e ( L , b )
34 x = np . l i n a l g . s o l v e (U, y )
35 ###################################
36 f = ’SOLUÇÃO DO SISTEMA ’
37 p r i n t ( ’− ’ ∗ ( l e n ( f ) +32) )
38 p r i n t ( f ’ { f :^50} ’ )
39 p r i n t ( ’− ’ ∗ ( l e n ( f ) +32) )
40 p r i n t ( ’ x =’ )
41 p r i n t ( x )
42 p r i n t ( ’Onde : ’ )
43 f o r c i n range (0 , l en ( x ) ) :
44 p r i n t ( f ’ \ t x [ { c } ] = { x [ c ] } \n ’ )
45

46

47
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48 # Uso do mé todo
49 A = np . a r r a y ( [ [ 3 , 1 , 0 , −1] ,
50 [ 1 , 3 , 1 , 1 ] ,
51 [ 0 , 1 , 3 , −1] ,
52 [−1 , 1 , −1, 4 ] ] )
53 b = np . t r an spo se ( [ 10 , 15 , 10 , 0 ] )
54 LU_Decomposi t ion_method ( A , b )

Adaptado de [4]

Por decomposição LU, o resultado obtido foi 3,6667 A.

5.3 Método iterativo: Gauss-Siedel

Ométodo deGauss-Siedel para um sistema algébricomn pode ser equacionado
da seguinte maneira:



xj1 = (b1 − a12x
j−1
2 − · · · − a1nx

j−1
n )/a11

xj2 = (b1 − a21x
j
1 − · · · − a2nx

j−1
n )/a22

...

xjn = (bm − am1x
j
1 − · · · − amn−1x

j
n−1)/amn

(5.5)

onde j é a iteração corrente.

Percebe-se que o processo de cálculo xj2 considera x
j
1. Portanto, utilizam-se as

aproximações obtidas dentro da mesma iteração. O critério de parada pode
ser:

εa,i =
∣∣∣∣∣x
j
i − x

j−1
i

xji

∣∣∣∣∣.100% ≤ εs, (5.6)

onde i é a variável x em estudo, j é a iteração, εa é o erro absoluto e εs é um
valor de erro desejado.

Computacionalmente, o processo iterativo pode ficar mais eficiente usando
matrizes:
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{x} = {d} − [C]{x} onde

{d} =


b1/a11

b2/a22

· · ·
bn/amn

 e [C] =


0 a12/a11 · · · a1n/a11

a21/a22 0 · · · a2n/a22

· · · · · · · · · · · ·
am1/amn am2/amn · · · 0

 (5.7)
Os métodos iterativos ou de aproximação fornecem uma alternativa aos
métodos de eliminação. Como se busca uma aproximação da solução, sua
convergência pode ser “relaxada” em problemas mal condicionados. Um
exemplo desse relaxamento pode ser um erro global considerável ou mesmo
erros admissíveis diferentes para cada variável.

Outra forma de relaxamento é utilizar um fator de peso (λ). Após a determinação
de (5.5), tais valores são modificados por uma média ponderada dos resultados
da iteração anterior e da atual:

xji = λxji + (1− λ)xj−1
i (5.8)

onde λ deve ser um valor entre 0 e 2. Caso λ =1, o resultado não é alterado.

• Se λ for entre 0 e 1, tem-se uma média ponderada do valor atual com o
anterior.Esse processo é chamado de sub-relaxamento. O subrelaxamento
é usado para facilitar a convergência em sistemas mal condicionados.

• Se λ for entre 1 e 2, um valor atual é supervalorizado. Chamada
de sobrerrelaxamento, essa supervalorização parte da confiança na
convergência do método e deseja-se apenas acelerar o processo

A escolha do valor de λ depende da experiência sobre o problema a ser
resolvido.
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Resolução assistida por computador

1 f rom numpy impo r t a r ra y , z e r o s
2

3

4 de f Gauss_Se ide l ( matr i z_aumentada , v e t o r ) : # fun ção do mé todo
5 m = len ( mat r i z_aumentada )
6 n = len ( mat r i z_aumentada [ 0 ] )
7 x = ze r o s ( (m) )
8 comp = ze ro s ( (m) )
9 e r r o r = [ ]
10 TOL = 0.0002 # e r r o t o l e r ado
11 max i t = 5000
12 k = 0
13 wh i l e k < max i t :
14 suma = 0
15 k = k + 1
16 p r i n t ( f ’ I t e r a ção : {k} ’ )
17 f o r r i n range (0 , m) :
18 suma = 0
19 f o r c i n range (0 , n ) :
20 i f ( c != r ) :
21 suma = suma+matr i z_aumentada [ r , c ] ∗ x [ c ]
22 x [ r ] = ( v e t o r [ r ]−suma ) / mat r i z_aumentada [ r , r ]
23 p r i n t ( f ’ x [ { r } ] : { x [ r ] } ’ )
24 de l e r r o r [ : ]
25 f o r r i n range (0 , m) :
26 suma = 0
27 f o r c i n range (0 , n ) :
28 suma = suma+matr i z_aumentada [ r , c ] ∗ x [ c ]
29 comp [ r ] = suma
30 d i f = abs ( comp [ r ]− v e t o r [ r ] )
31 e r r o r . append ( d i f )
32 p r i n t ( f ’ E r r o em x [ { r } ] = { e r r o r [ r ] } ’ )
33 i f a l l ( i <= TOL f o r i i n e r r o r ) i s T rue :
34 break
35 p r i n t ( f ’Com {k} i t e r a ções . ’ )
36 f o r c i n range (0 , m) :
37 p r i n t ( f ’ x [ { c } ] : { round ( x [ c ] , 4 ) } ’ )
38

39 # Uso do mé todo
40 matr i z_aumentada = a r r a y ( [ [ 3 , 1 , 0 , −1] ,
41 [ 1 , 3 , 1 , 1 ] ,
42 [ 0 , 1 , 3 , −1] ,
43 [−1 , 1 , −1, 4 ] ] , f l o a t )
44 v e t o r = a r r a y ( [ [ 1 0 ] ,
45 [ 15 ] ,
46 [ 10 ] ,
47 [ 0 ] ] )
48 Gauss_Se ide l ( matr i z_aumentada , v e t o r )

Adaptado de [5]
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Por Gauss-Siedel, o resultado obtido foi IR5 = 3,6667 A em 17 iterações, com
erro na quarta casa decimal. A tabela 5.1 apresenta um extrato do cálculo.

Tabela 5.1. Resolução pelo Método de Gauss-Siedel

# Correntes Erros
1 [3,3333 3,8889 2,0370 0,3704] [1,0000 1,0000 1,0000 1,0000]
5 [2,3236 3,3444 2,3259 0,3263] [0,0026 0,0020 0,0020 0,0133]
10 [2,3319 3,3350 2,3322 0,3323] [0.0004 0,0003 0,0003 0,0019]
15 [2,3332 3,3335 2,3332 0,3332] [0,0000 0,0000 0,0000 0,0002]
17 [2,3333 3,3334 2,3333 0,3333] [0,0000 0,0000 0,0000 0,0001]

5.4 Exercícios propostos

1. Determine o valor da corrente no resistor R3, sabendo que
V1 = V2 = 100 V e R1 = R2 = R3 = 10 Ω.

[
20 10
10 20

]{
I1

I2

}
=
{

100
100

}

Resposta: IR3 = 6,6667 A

47



Capítulo 5. Sistemas Lineares

2. Calcule as tensões nos nós tendo por referência o nó 6. O circuito pode
ser equacionado da seguinte maneira [2]:

{I} = [Y ] {V } onde,



0
6
0
2
−3


=



6 −3 −3 0 0
−3 6 0 −3 0
−3 0 6 −1 −2
0 −3 −1 5 0
0 0 −2 0 3





V1

V2

V3

V4

V5


Resposta: {V } = {4 5 3 4 1} V
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Sistemas Não-Lineares

Alguns problemas da engenharia podem ser equacionados como sistemas
algébricos lineares. Isso pressupõe aceitar condições de idealidade em muitos
casos. Exemplos de não linearidades são a dependência da temperatura
na condição de operação de um semicondutor ou a saturação de meios
magnéticos.

Ao contrário dos sistemas lineares, cujas equações representam retas, os
gráficos associados às equações não-lineares são curvas. A solução é a
interseção das curvas, conforme ilustrado na Figura 6.1.

O método numérico para resolução de sistemas não lineares aqui apresentado
é o Newton-Raphson. O método Gauss-Siedel, apresentado no capítulo
anterior, também pode ser utilizado.

Figura 6.1: Ilustração de um sistema não-linear.
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O problema

No circuito magnético
ilustrado, a indução (N.I)
pode não produzir um
aumento proporcional de
campo magnético devido a
característica de saturação do
ferro (curva de histerese) [1].

Assim, o circuito magnético é
dito um sistema não linear.

O cálculo do campo magnético no ferro (Hf ) e no entreferro (He) pode ser
equacionado da seguinte forma:

{
f1(He, Hf ) = 2Hele +Hf lf −NI

f1(He, Hf ) = −µ0He + 1, 8(1− e−(Hf/40))

onde lf = 0,40 m (comprimento médio no ferro), le = 0,80 mm (comprimento
médio no entreferro), N = 200 (número de espiras), I = 10 A (corrente na
bobina), µ0 = 4π10−7 H/m (permeabilidade magnética do ar).

Aqui, percebe-se que não é possível isolar uma incógnita e resolver o problema
de maneira analítica direta. O termo e(Hf/40) não permite. Esse termo também
impõe a não linearidade do problema. Portanto, faz-se necessário o emprego
de métodos numéricos.
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6.1 Método Newton-Raphson

O capítulo sobre raízes apresenta Newton-Raphson para uma única função:

xi+1 = xi −
f(xi)
f ′(xi)

(6.1)

Generalizando-o para n equações, tem-se:

∂fk,i
∂x1

x1,i+1 + · · ·+ ∂fk,i
∂x2

x2,i+1 = −fk,i + x1,i
∂fk,i
∂x1

+ · · ·+ xn,i
∂fk,i
∂xn

onde k representa a função em estudo, n é a variável e i é o valor atual. A sua
notação matricial pode ser:

{xi+1} = {xi} − [J ]−1 {f} (6.2)

sendo que [J ] é a matriz Jacobiana das derivadas parciais, então:

[J ] =



∂f1,i
∂x1

∂f1,i
∂x2

∂f1,i
∂xn

∂f2,i
∂x1

∂f2,i
∂x2

· · · ∂f2,i
∂xn

...
...

...
∂fn,i
∂x1

∂fn,i
∂x2

∂fn,i
∂xn


(6.3)

Newton-Raphson é um método iterativo. Portanto, faz-se necessária a definição
de uma aproximação inicial (possível solução) e de critérios de parada (número
máximo de iterações e erro admissível).

Resolução assistida por computador

1 f rom math impo r t p i , exp
2 impo r t numpy as np
3

4

5 l f = 0.4 # comprimento mé d io no f e r r o (m)
6 l e = 0.0008 # comprimento mé d io no e n t r e f e r r o (m)
7 N = 200 # Número de e s p i r a s
8 I = 10 # Cor ren te e l é t r i c a ( A )
9 mi = 4 ∗ p i ∗ 10 ∗∗ (−7)
10 x = np . a r r a y ( [ [1250000 ] , [ 7 0 ] ] ) # aproxima ções i n i c i a i s
11
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12 i t e r = 0
13 max i t = 50
14 es = 0.001
15 wh i l e True :
16 f1 = (2 ∗ x [ 0 ] ∗ l e + x [ 1 ] ∗ l f − N ∗ I )
17 f2 = (−mi ∗ x [ 0 ] + 1.8 ∗ (1 −exp (− ( x [ 1 ] ) / 40) ) )
18 F = np . a r r a y ( [ f1 , f2 ] ) # Ma t r i z de fun ções
19 J = np . a r r a y ( [ [ 2 ∗ l e , l f ] ,
20 [−mi , 1.8 ∗ (1 / 40) ∗ exp (− ( x [ 1 ] ) / 40) ] ] ) #

Ma t r i z Jacobiana
21 dx = np . l i n a l g . l s t s q ( J , F , rcond=None ) [ 0 ] # rcond=None :

padrão mais r e c en t e da fun ção
22 x = x − dx
23 i t e r += 1
24 ea = max ( abs ( np . d i v i d e ( dx , x ) ) )
25 i f i t e r >= max i t or ea <= es :
26 break
27 p r i n t ( f ’Com { i t e r } i t e r a ções : \ n x = \n { x } ’ )

Considerando a condição inicial de He = 1250 kA/m e Hf = 70 A/m, por
Newton-Raphson, o resultado obtido foi He = 1230410,8397 A/m e
Hf = 78,3566 A/m em 3 iterações, com critério de parada de quatro casas
decimais. A Tabela 6.1. apresenta as três iterações.

Tabela 6.1. Resolução pelo Método de Newton-Raphson.

Iteração He (A/m) Hf (A/m) Erro
0 1250k 70 -
1 1230,6067k 77,5729 0,0976
2 1230,4126k 78,3493 0,0099
3 1230,4108k 78,3566 0,0000

6.2 Exercícios propostos

1. O problema do circuito com diodo apresentado no capítulo 4 pode ser
equacionado por um sistema não linear da seguinte forma:


f1(Id, Vd) = ICR

(
e

Vd

n kTq − 1
)
− Id

f2(Id, Vd) =
(
V−Vd
R

)
− Id
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onde Id é a corrente no diodo e Vd é a tensão no diodo. Admitindo um
diodo 1N4001 com ICR = 31,9824 nA, n = 2, k = 1,3806 x 10−23

J/K, T = 300K (26,85 ◦C) e q = 1,6022 x 1019 C, encontre Id e Vd.

Resposta: Partindo de Vd = 1 V e Id = 2 A, com 5 iterações obtém-se o
critério de parada de quatro casas decimais. Vd = 0,9355 V e
Id = 2,3065 A.

Observação: esta questão apresenta problema de condicionamento. Isso
é devido as diferenças nos valores entre as grandezas, particularmente
10−9 e 10−23. Rever capítulo 5.

2. O problema de fluxo de potência num sistema elétrico de três barras é
apresentado na forma de diagrama unifilar e seu circuito equivalente. As
admitâncias y possuem valor de 1 + j1 pu.

Admitindo que as correntes nas barras sejam iguais a 1 pu, determine as
tensões.

{I} = [Y ]{V }
I1

I2

I3

 =


(y1 + y4 + y5) −y4 −y5

−y4 (y2 + y4 + y6) −y6

−y5 −y6 (y3 + y5 + y6)



V1

V2

V3



Resposta: pelo método de Gauss-Siedel, obtém-se {V } = 0,5000 +
j0,5000 pu na 13◦ iteração com critério de parada de quatro casas
decimais.
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Ajuste de Curvas

Oengenheiro realiza na bancada de um laboratório diversas medidas de tensão
e corrente. Sabe-se que muitas vezes pode ser custoso obter muitos pontos
ou até mesmo inviável medir determinados valores, por exemplo, quando há
restrições da infraestrutura.

Ajuste de curvas é uma família de técnicas matemáticas que buscam encontrar
padrões de comportamento num conjunto de dados. O objetivo é estudar o
fenômeno físico na forma de uma tendência.

Havendo a possibilidade de se traçar uma reta ou curva, pode-se fazer previsões
que, quando internas ao grupo de dados original, podem ser chamadas de
interpolações. Quando externas, dá-se o nome de extrapolações. Em ambos
os casos, existe a necessidade de controles estatísticos para aferir a qualidade
dessas inferências.

O objetivo é buscar uma reta ou curva – um polinômio – que melhor se
ajusta aos dados disponíveis. Conhecida a equação do polinômio, pode-se
determinar valores dentro ou fora do intervalo conhecido.

Quatro famílias de métodos são aqui apresentadas:

• Ajuste de curvas por regressão: quando se tem uma grande quantidade
de dados e eles são pouco precisos e/ou confiáveis;

• Ajuste de curvas por interpolação: quando se tem uma pequena
quantidade de dados e eles são precisos e confiáveis;

• Ajuste de curvas por interpolação por partes: quando se tem uma grande
quantidade de dados e eles são precisos e confiáveis;

• Ajuste de curvas com funções senoidais: para representar funções infinitas
e periódicas dos processos físicos na forma de funções trigonométricas
senos e cossenos.

Por fim, este capítulo apresenta uma discussão sobre séries de Fourier,
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importante ferramenta para análise de problemas da engenharia elétrica no
domínio do tempo e da frequência.

7.1 Ajuste de curvas por regressão

Dado um grande conjunto de dados imprecisos, deseja-se extrair uma reta ou
curva de tendência. Seja por uma regressão linear (reta) ou não-linear (curva),
em ambos os casos existe um problema de minimização de erros, conforme
ilustrado na figura 7.1.

As técnicas aqui apresentadas são os mínimos quadrados discretos (regressão
linear) e mínimos quadrados contínuos (regressão polinomial).

Figura 7.1: Ajuste de curvas por Regressão.

O problema

O engenheiro foi à bancada do laboratório de medidas elétricas e obteve
dados de tensão e corrente. Ele esqueceu de medir a corrente para 60V.
Como transformar os dados pontuais numa curva, ou seja, uma tendência de
comportamento do circuito elétrico estudado? A resolução deste problema é
apresentada dentros das próximas seções.

V (V) 0 10 20 30 40 50 70 80 90
I (A) 0 10 19 31 39 52 65 69 70
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7.1.1 Método Mínimos Quadrados Discreto – Regressão
Linear

O termo linear remete a uma reta. A equação de uma reta pode ser dada por:

y = a0 + a1x (7.1)

onde (x, y) é o conjunto de dados, a0 e a1 são os coeficientes que representam
respectivamente a intersecção com o eixo y e a inclinação.

O método de mínimos quadrados busca minimizar o erro quadrático entre os
dados (x, y) e os pontos de uma reta, representado por:

Sr =
n∑
i=1

e2
i =

n∑
i=1

(y1 − a0 − a1xi)2 (7.2)

onde Sr é chamado de soma dos quadrados dos resíduos.

De forma direta, tem-se:

a1 = n
∑

(xiyi)−
∑

(xi)
∑

(yi)
n
∑

(xi)2 − (
∑

(xi))2 e a0 = ȳ − a1x̄ (7.3)

onde x̄ e ȳ são as médias de x e y. Para um ajuste perfeito entre a reta e o
conjunto de dados, Sr deve ser 0.

Outra métrica significativa é soma total dos quadrados dos resíduos entre os
pontos dados e a média (St):

St =
∑

(yi − ȳ)2. (7.4)

A diferença Sr − St indica a melhora ou a redução de erro em função da
descrição dos dados. De forma a regularizarmos a escala, tem-se:

r2 = St − Sr
St

, (7.5)

59



Capítulo 7. Ajuste de Curvas

onde r2 é chamado de coeficiente de determinação e r o coeficiente de
correlação. Sendo o ajuste perfeito, Sr = 0 e r2 = 1. Para Sr = St e r2 = 0, o
modelo não representa melhora.

Uma forma de calcular r de forma computacionalmente mais eficiente é:

r2 = n
∑

(xiyi)−
∑

(xi)
∑

(yi)√
n
∑
x2
i − (

∑
xi)2

√
n
∑
y2
i − (

∑
yi)2

. (7.6)

Resolução assistida por computador

1 impo r t numpy as np
2 impo r t m a t p l o t l i b . p y p l o t as p l t
3 f rom math impo r t s q r t
4

5 x = np . t r an spo se ( [ 0 , 10 , 20 , 30 , 40 , 50 , 70 , 80 , 90 ] )
6 y = np . t r an spo se ( [ 0 , 10 , 19 , 31 , 39 , 52 , 65 , 69 , 70 ] )
7 n = len ( x ) # número de amos t ras
8 i f l e n ( y ) != n :
9 p r i n t ( ’ x e y devem t e r o mesmo tamanho ’ )
10 s x = sum ( x )
11 s y = sum ( y ) # soma
12 sx2 = sum ( x ∗ x )
13 s x y = sum ( x ∗ y )
14 sy2 = sum ( y ∗ y )
15 a = np . z e r o s ( 2 )
16 a [ 0 ] = ( n ∗ s x y − s x ∗ s y ) / ( n ∗ sx2 − s x ∗∗ 2)
17 a [ 1 ] = s y / n − a [ 0 ] ∗ s x / n
18 r2 = ( ( n ∗ s x y − s x ∗ s y ) / s q r t ( n ∗ sx2 − s x ∗∗ 2) / s q r t ( n ∗ sy2

− s y ∗∗ 2) ) ∗∗ 2
19 r = s q r t ( r2 )
20 p r i n t ( f ’ a = {a} ’ )
21 # grá f i c o
22 xp = np . l i n s p a c e ( min ( x ) , max ( x ) , 2 )
23 yp = a [ 0 ]∗ xp+a [ 1 ]
24 f i g , ax = p l t . s u b p l o t s ( )
25 ax . s e t _ x l i m ( min ( x ) , max ( x ) )
26 ax . s e t _ y l i m ( min ( y ) , max ( y ) +10)
27 e i x o _ y = np . l i n s p a c e ( min ( y ) , max ( y ) +10, 5 )
28 ax . s e t _ y t i c k s ( e i x o _ y )
29 f o r c i n e i x o _ y :
30 c = s t r ( c )
31 ax . s e t _ y t i c k l a b e l s ( e i x o _ y )
32 ax . p l o t ( x , y , ’o ’ , ’ k ’ , ma r k e r s i z e=8)
33 ax . p l o t ( xp , yp , ’ k− ’ , l i n e w i d t h =2)
34 ax . g r i d ( T rue )
35 ax . s e t _ x l a b e l ( ’ V ( V ) ’ )
36 ax . s e t _ y l a b e l ( ’ I ( A ) ’ )
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37 V = 60
38 I = a [ 0 ] ∗ V + a [ 1 ]
39 p l t . show ( )

Para o problema apresentado, obteve-se:

sx = 390
sy = 355
sx2 = 24900
sxy = 21940
sy2 = 19533
levando à
a0 = 0, 8196
a1 = 3, 9292
com r2 = 0, 9717

Isso significa que o modelo adotado tem correlação de 98,58 %, ou seja, a
reta representa a tendência dos dados com erro menor que 2 %. Para 60 V, I
= 53,1042 A.

Apesar do bom resultado numérico, é possível perceber que existe uma
saturação (não linearidade) do valor da corrente no final da escala da tensão.
Portanto, o modelo adotado de uma reta talvez não seja a melhor maneira
para representar este comportamento.

7.1.2 Método Mínimos Quadrados Contínuo – Regressão
Polinomial

O termo não linear remete a uma curva. A aproximação para um conjunto de
dados {(xi, yi)}mi=1 usando um polinômio de grau n pode ser:

Pn(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n. (7.7)

O grau n deve ser no máximo n ≤ m − 1. Isto em função dos graus de

61



Capítulo 7. Ajuste de Curvas

liberdade, onde o número de equações deve ser maior que o número de
variáveis.

O método de mínimos quadrados contínuo busca minimizar o erro entre os
dados (x, y) e os pontos da curva, representado por:

Sr =
m∑
i=1

e2
i =

m∑
i=1

(yi − Pn(x))2 (7.8)

onde Sr é chamado de soma dos quadrados dos resíduos. Trata-se da
generalização do método discreto que utiliza polinômio de primeiro grau. Os
requisitos para se obter a solução são:

∂Sr
∂aj

= 0; j = 0, 1, 2, . . . , n . (7.9)

As (n+ 1) equações para a determinação dos coeficientes são:


∑m
i=1 x

0
i

∑m
i=1 x

1
i · · ·

∑m
i=1 x

n
i∑m

i=1 x
1
i

∑m
i=1 x

2
i · · ·

∑m
i=1 x

n+1
i

...
...

...
...∑m

i=1 x
n
i

∑m
i=1 x

n+1
i · · ·

∑m
i=1 x

2n
i

·

a0

a1
...
an

 =


∑m
i=1 yix

0
i∑m

i=1 yix
1
i

...∑m
i=1 yix

n
i

 .

(7.10)

As técnicas de resolução de sistemas lineares também podem ser aplicadas.
Aqui também são válidas as eq. (7.4) e (7.5) para a determinação do coeficiente
de correlação (r).

Resolução assistida por computador para polinômio do 2◦ grau

1 impo r t numpy as np
2 impo r t m a t p l o t l i b . p y p l o t as p l t
3 f rom math impo r t s q r t
4

5

6 Fig , ax = p l t . s u b p l o t s ( )
7 ax . g r i d ( T rue )
8 x = np . t r an spo se ( [ 0 , 10 , 20 , 30 , 40 , 50 , 70 , 80 , 90 ] )
9 y = np . t r an spo se ( [ 0 , 10 , 19 , 31 , 39 , 52 , 65 , 69 , 70 ] )
10 n = len ( x ) # número de amos t ras
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11 s x = sum ( x )
12 s y = sum ( y ) # soma
13 mx = s x /n
14 my = sy /n
15 sx2 = sum ( x ∗ x )
16 sx3 = sum ( x ∗ x ∗ x )
17 sx4 = sum ( x ∗ x ∗ x ∗ x )
18 s x y = sum ( x ∗ y )
19 s x2y = sum ( x ∗ x ∗ y )
20 x = [0 , 10 , 20 , 30 , 40 , 50 , 70 , 80 , 90]
21 y = [0 , 10 , 19 , 31 , 39 , 52 , 65 , 69 , 70]
22 # [A ] { c} = {b}
23 A = np . a r r a y ( [ [ n , sx , sx2 ] , [ sx , sx2 , sx3 ] , [ sx2 , sx3 , sx4 ] ] )
24 b = np . t r an spo se ( [ sy , s x y , s x2y ] )
25 c = np . l i n a l g . l s t s q ( A , b , rcond=None ) [ 0 ] # r e s o l u ção de s i s t ema s
26 y y = sum ( np . power ( ( y−my ) , 2 ) ) # rcond=None : v e r s ão

mais a t u a l i z a da
27 y y y = 0
28 f o r i i n range (0 , n ) :
29 y y y = y y y + ( y [ i ] − c [ 0 ] − c [ 1 ]∗ x [ i ] − c [ 2 ] ∗ x [ i ] ∗∗ 2) ∗∗ 2
30

31 r2 = ( y y − y y y ) / y y
32 r = s q r t ( r2 )
33 V = 30
34 I = c [ 0 ] + c [ 1 ] ∗ V + c [ 2 ] ∗ np . power ( V , 2 )
35 # grá f i c o
36 x x = np . l i n s p a c e ( min ( x ) , max ( x ) , 100)
37 y y = c [ 0 ] + c [ 1 ] ∗ x x + c [ 2 ] ∗ np . power ( xx , 2 )
38 ax . p l o t ( xx , yy , l a b e l=’ po l grau 2 ’ )
39 ax . p l o t ( x , y , ’o ’ , l a b e l=" ( x , y ) " )
40 ax . s e t _ x l a b e l ( ’ V ( V ) ’ )
41 ax . s e t _ y l a b e l ( ’ I ( A ) ’ )
42

43 p l t . t i g h t _ l a y o u t ( )
44 p l t . legend ( )
45 p l t . show ( )

Considerando o problema apresentado na subseção 7.1.1, as equações
lineares simultâneas para a obtenção de um polinômio de segunda ordem são:

10 450 28500
450 28500 2025000

28500 2025000 153330000

 ·

a0

a1

a2

 =


417

25740
1790400

 .

Resolvendo o sistema por Gauss, chega-se a

P2(x) = −2, 0388 + 1, 2782x− 0, 0050x2
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com r = 99,70%. Para 60 V, I = 56,5593 A. A linha contínua na Figura 7.2
é este resultado.

Figura 7.2: Ajuste de curvas com polyfit

A biblioteca Numpy possui funções para o ajuste de curvas utilizando o método
dos mínimos quadrados. Primeiramente, polyfit(x,y,n) recebe como input
os arrays de coordenadas de dados experimentais - x e y - e a ordem do
polinômio a ser encaixado - n. Como saída, é retornado um array c com os
coeficientes do polinômio. Em seguida, a função polyval(c,xx) recebe o
array de coeficientes c e um array xx, que representa o intervalo de valores no
eixo das abcissas inseridos no polinômio P (x). Como saída, polyval(c,xx)
retorna um array yy de ordenadas que, junto dos valores xx, compõe os pontos
plotados do ajuste de curva. A seguir, é apresentado o mesmo algoritmo para
polinômio do 2◦ grau utilizando as funções descritas.

1 impo r t numpy as np
2 impo r t m a t p l o t l i b . p y p l o t as p l t
3

4

5 x = np . a r r a y ( [ 0 , 10 , 20 , 30 , 40 , 50 , 70 , 80 , 90 ] )
6 y = np . a r r a y ( [ 0 , 10 , 19 , 31 , 39 , 52 , 65 , 69 , 70 ] )
7 # POLYFIT
8 n = 2
9 c = np . p o l y f i t ( x , y , deg = n ) # a j u s t a por mí nimos quadrados um

po l i n ômio de n grau
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10 x x = np . l i n s p a c e ( x [ 0 ] , x [ l e n ( x ) −1] ,100) # numero de pontos para
po l i n ômio de grau maior

11 y y = np . p o l y v a l ( c , x x )
12 p l t . g r i d ( T rue )
13 p l t . p l o t ( x , y , ’o ’ , ma r k e r s i z e = 8)
14 p l t . p l o t ( xx , yy , ’ k− ’ , l i n e w i d t h = 1)
15 p l t . x l a b e l ( ’ V ( V ) ’ )
16 p l t . y l a b e l ( ’ I ( A ) ’ )
17 p l t . show ( )

A possibilidade do uso de funções internas da NumPy diminui significamente
as linhas de código, dando maior praticidade ao estudo e à modelagem de
problemas. O exemplo acima mostra que o mesmo código teve seu tamanho
reduzido em mais de 50%

Na Figura 7.2, a linha pontilhada ilustra a aplicação de polyfit para
n = 3. Aqui, para 60 V, I = 58,8775 A.

Em razão de uma possível melhor representação, é natural o desejo de trabalhar
com polinômios de grau superior. Entretanto, distorções podem surgir na forma
da curva devido a problemas de condicionamento das matrizes (eq. 7.10). A
curva tracejada é a representação para n = 8. Esses problemas serão tratados
na seção 7.2, referente à interpolação.

7.2 Ajuste de curvas por interpolação

Trata-se de uma família de métodos que permite construir um novo conjunto
de dados a partir de um conjunto de poucos dados precisos e confiáveis
previamente conhecidos.

A forma mais geral para um polinômio pode ser escrita como mostra a eq.
(7.7). Para um conjunto de dados {(xi, yi)}mi=1 existe um, e somente um,
polinômio (de grau n = m− 1) que passa por todos os pontos [1].

Por exemplo, para ligar dois pontos, tem-se uma única reta possível (interpolação
linear). Para ligar três pontos não alinhados, tem-se uma parábola (interpolação
de segundo grau ou quadrática).

Matricialmente, a eq. (7.7) pode ser organizada da seguinte maneira:
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1 x0 x2
0 · · · xn0

1 x1 x2
1 · · · xn1

1 x2 x2
2 · · · xn2

...
...

...
...

...
1 xm x2

m · · · xnm


·



a0

a1

a2
...
am


=



f(x0)
f(x1)
f(x2)
...

f(xm)


(7.11)

Matrizes com coeficientes dessa forma são chamados dematrizes de Vandermon-
de. Elas são frequentemente matrizes mal condicionadas e, quando superiores
a 3x3, seu número de condicionamento pode ser grande, causando erros
significativos no cálculo dos coeficientes ai.

Existem algoritmos numericamente estáveis que exploram a estrutura da matriz
de Vandermonde. Tais métodos consistem em primeiro construir um polinômio
de interpolação de Newton ou Lagrange e depois convertê-lo para a forma
canônica, conforme eq. (7.7).

Quando se temmuitos dados, outra alternativa de evitar o mal condicionamento
é realizar a interpolação por partes, também conhecida como splines, técnica
apresentada ainda neste capítulo.

O problema

A Tabela 40 da NBR 5410:2004 apresenta os fatores de correção por
temperaturas ambiente para linhas não-subterrâneas considerando dois tipos
de compostos isolantes. Parte desta tabela é:

Temperatura (◦C) PVC EPR ou XLPE
20 1,12 1,08
25 1,06 1,04
35 0,94 0,96

São poucos pontos, mas confiáveis. Determine os fatores de correção para
uma temperatura de 30◦C.
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7.2.1 Polinômios Interpoladores de Newton

Para um conjunto de dados {(xi, yi)}mi=1, o polinômio interpolador de Newton
(de grau n = m− 1) pode ser expresso da seguinte maneira:

fn(x) = a1 + a2(x− x1) + · · ·+ am(x− x1)(x− x2) · · · (x− xn), (7.12)

sendo fn(x) = yn. As funções a correspondem a diferenças divididas finitas
(ddf):

a1 = f(x1)
a2 = f [x2, x1]
a3 = f [x3, x2, x1]
...

am = f [xm, xm−1, · · · , x2, x1]

(7.13)

e

f [x2, x1] = f(x2)− f(x1)
x2 − x1

(7.14)

f [x3, x2, x1] = f [x3, x2]− f [x2, x1]
x3 − x1

até

f [xm, xm−1, · · · , x2, x1] =

f [xm, xm−1, · · · , x2]− f [xm−1, xm−2, · · · , x2, x1]
xm − x1

Resolução assistida por computador

1 impo r t numpy as np
2 impo r t m a t p l o t l i b . p y p l o t as p l t
3

4
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5 x = ( [ 20 , 25 , 35 ] )
6 y = ( [ 1 . 12 , 1.06 , 0 . 94 ] ) # PVC
7 # y = np . t r an spo se ( [ 1 . 08 , 1.04 , 0 . 96 ] ) # EPR
8 x x = 30
9 n = len ( x )
10 b = np . z e r o s ( ( n , n ) )
11 # a t r i b u i as v a r i a v e i s dependentes à p r ime i r a co luna de b
12 b [ : n , 0 ] = y [ : ]
13 f o r j i n range (1 , n ) :
14 f o r i i n range (0 , n − j + 1) :
15 i f i + j != n :
16 b [ i , j ] = ( b [ i + 1 , j − 1] − b [ i , j − 1 ] ) / ( x [ i + j ]

− x [ i ] )
17 # usa as d i f e r e n ç as d i v i d i d a s f i n i t a s para i n t e r p o l a r
18 x t = 1
19 y i n t = b [0 , 0 ]
20 f o r j i n range (0 , n − 1) :
21 x t = x t ∗ ( x x − x [ j ] )
22 y i n t = y i n t+b [0 , j + 1] ∗ x t
23 p r i n t ( f ’ y i n t = { y i n t } ’ ) # Va lo r da i n t e r p o l a ção para temp de 30

graus
24 # Comparação com fun ções n a t i v a s !
25 P = np . p o l y f i t ( x , y , 2 ) # a j u s t a por mí nimos quadrados um po l i n ô

mio de n grau
26 s = np . p o l y v a l ( P , x x )
27 # grá f i c o
28 xp = np . l i n s p a c e ( min ( x ) , max ( x ) , 100)
29 s s = np . p o l y v a l ( P , xp )
30 p l t . p l o t ( x , y , ’ bo ’ )
31 p l t . p l o t ( xx , y i n t , ’ ro ’ ) # plotagem de y i n t
32 # p l t . p l o t ( xx , s , ’ ro ’ ) # usando p o l y f i t
33 p l t . p l o t ( xp , ss , ’ k− ’ )
34 p l t . g r i d ( T rue )
35 p l t . show ( )

Para o problema apresentado, considerando o material PVC, tem-se:

f2(x) = a1 + a2(x− x1) + a3(x− x1)(x− x2)

xi yi = f(xi) Primeira ddf Segunda ddf
20 1, 12 f [x2, x1] = −0, 012 f [x3, x2, x1] = 0
25 1, 06 f [x3, x2] = −0, 012
35 0, 94

f2(x) = 1, 12 + (−0, 012)(x− 20) + 0(x− 20)(x− 25)
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f2(x) = 1, 12 + (−0, 012)(x− 20) f2(30) = 1, 12 + (−0, 012)(30− 20)

Como se tem três pares de dados, o polinômio interpolador de Newton tem
grau 2. Para 30°C, o fator de correção considerando o PVC é igual a 1. Para
EPR ou XLPE, o resultado também é 1.

7.2.2 Polinômios Interpoladores de Lagrange

Para um conjunto de dados {(xi, yi)}mi=1 , de forma geral, o polinômio
interpolador de Lagrange (de grau n = m− 1) pode ser expresso da seguinte
maneira:

fn(x) =
m∑
i=1

Li(x)f(xi) sendo Li(x) =
m∏
j=1
j 6=i

x− xj
xi − xj

(7.15)

Onde
∏
indica "produto de".

Resolução assistida por computador para polinômio de 2° grau

1 impo r t m a t p l o t l i b . p y p l o t as p l t
2 impo r t numpy as np
3

4

5 x = ( [ 20 , 25 , 35 ] )
6 y = ( [ 1 . 12 , 1.06 , 0 . 94 ] ) # PVC
7 # y = ( [ 1 . 08 , 1.04 , 0 . 96 ] ) # EPR
8 x x = 30
9 n = len ( x ) # número de amos t ras
10 i f l e n ( y ) != n :
11 p r i n t ( ’ x e y devem t e r o mesmo tamanho ’ )
12 s = 0
13 f o r i i n range (0 , n ) :
14 produto = y [ i ]
15 f o r j i n range (0 , n ) :
16 i f i != j :
17 produto = produto ∗ ( x x − x [ j ] ) / ( x [ i ] − x [ j ] )
18 s = s + produto
19 p r i n t ( f ’ s = { s } ’ )
20

21 # grá f i c o
22 p l t . g r i d ( T rue )
23 p l t . p l o t ( x , y , ’ bs ’ )
24 p l t . p l o t ( xx , s , ’ ro ’ )
25 p l t . show ( )
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Para o problema apresentado, considerando o material PVC, tem-se:

f2(x) = (x− x2)(x− x3)
(x1 − x2)(x1 − x3)f(x1) + (x− x1)(x− x3)

(x2 − x1)(x2 − x3)f(x2)

+ (x− x1)(x− x2)
(x3 − x1)(x3 − x2)f(x3)

f2(30) = (30− 25)(30− 35)
(20− 25)(20− 35)1, 12 + (30− 20)(30− 35)

(25− 20)(25− 35)1, 06

+(30− 20)(30− 25)
(35− 20)(35− 25)0, 94

Como se tem três pares de dados, o polinômio interpolador de Lagrange tem
grau 2. Para 30°C, o fator de correção considerando o PVC é igual a 1. Para
EPR ou XLPE, o resultado também é 1.

Newton e Lagrange produzem resultados numericamente satisfatórios e similares.
Diferentemente dos métodos de regressão, aqui não se obtém um polinômio,
mas sim um único valor interpolado. Do ponto de vista de esforço computacional,
Lagrange necessita de um maior número de operações matemáticas (soma,
subtração, multiplicação e divisão) do que Newton.

7.3 Interpolação por splines ou por partes

A interpolação polinomial pode apresentar resultados indesejáveis quando
feita para um número elevado de pontos usando-se polinômios de grau
relativamente alto, conforme discutido na seção 7.1.2. Esses resultados
indesejáveis são, em geral, grandes flutuações sobre o intervalo total de
interpolação.

Uma alternativa é interpolar em grupos de poucos pontos, obtendo-se
polinômios de grau menor, e impor condições para que a função de
aproximação seja contínua e tenha derivadas contínuas até uma certa ordem.
Essa técnica é conhecida como aproximação polinomial por partes ou splines.

A Figura 7.2 ilustra o processo de interpolação por partes. Os coeficientes
da função spline (f(xi)) são calculados para cada intervalo de dados, por

70



Capítulo 7. Ajuste de Curvas

exemplo [x1 : x3]. O número de pontos (xi) usados para cada função spline
definem a sua ordem.

Figura 7.3: Interpolação por parte – splines

O problema

A tensão aplicada sobre um circuito eletrônico tem invertida sua polaridade de
tempos em tempos. Entretanto, na inversão, ocorre um transitório durante o
tempo de acomodação. Os valores medidos são:

T (s) -2 -1 1 2 3 4
V (V) -10 -10 10,5 9,75 10 10

Determine o polinômio que bem represente tal comportamento. Qual o valor
da tensão no tempo igual a 1,5 segundos?

Interpolação por splines cúbica

Uma interpolação por splines de primeira ordem implica obter retas entre
cada par de pontos, passando obrigatoriamente por eles. Uma spline de
segunda ordem busca equações quadráticas entre cada par de pontos. Além
de passar pelos pontos, tem-se um polinômio com a garantia da existência de
sua derivada de primeira ordem. A spline de terceira ordem ou cúbica produz
um polinômio diferençável em primeira e segunda ordem.

Os resultados da interpolação por splines cúbica são diferentes da interpolação
cúbica, uma vez que por splines existe a obrigatoriedade de se passar por
todos os pontos.
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Ressalta-se que splines de ordem superior tendem a ter a mesma instabilidade
de polinômios de ordem elevada: oscilações devido ao mau condicionamento.

Assim, quando existe um grande conjunto de dados para ser interpolado,
sugere-se sempre limitar o uso na ordem cúbica e aumentar o número de
partes [1].

A spline cúbica é um polinômio de terceiro grau com coeficientes de expansão
b, c e d, representado por:

fi + bihi + ci(hi)2 + di(hi)3 = fi+1 onde hi = xi+1 − xi . (7.16)

Para n pontos dados (i = 1, 2, 3. . . , n), existem n− 1 intervalos e 4(n− 1)
coeficientes desconhecidos a calcular.

Assim, a primeira condição é atendida: o spline deve passar por todos os
pontos. Consequentemente, 4(n− 1) condições são necessárias para calcular
estes coeficientes. São elas:

1. A spline passa pelo primeiro e último ponto do intervalo, dando origem a
2(n− 1) equações:

(i) si(xi) = fi → ai = fi

(ii) si(xi+1) = fi → si(xi+1) = ai + bi(hi) + ci(hi)2 + di(hi)3 = fi

2. A primeira derivada deve ser contínua em cada ponto do intervalo:

(iii) s′i(xi+1) = s′i+1(xi+1)→ bi + 2ci(hi) + 3di(hi)2 = bi+1

3. A segunda derivada deve ser contínua em cada ponto do intervalo:

(iv) s′′i (xi+1) = s′′i+1(xi+1)→ 2ci + 6di(hi) = 2ci+1

Assim, tem-se 4n− 6 equações, mas são necessárias 4(n− 1). Existem diversas
maneiras para se obter as equações faltantes:

• Natural end conditions – natural: assumir que a segunda derivada nos
primeiro e último pontos é zero. A função é uma reta nos extremos;
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• Clamped end conditions – amarrada: assumir que a primeira derivada
nos primeiro e último pontos é conhecida, no caso um valor imposto;

• ”Not-a-knot” end conditions – sem um nó: forçar a continuidade da
terceira derivada no segundo e nos penúltimos pontos. Isto resulta em
se ter os dois primeiros intervalos com a mesma equação, bem como os
dois últimos.

Para as natural end conditions, tem-se:

(v) s′′1(x1) = 0→ c1 (vi) s′′n−1(xn) = 0→ cn

Por transformações algébricas, pode-se deixar as equações apenas com o
coeficiente c:

di = ci+1 − ci
3hi

e bi = fi+1−fi
hi

− hi
3 (2ci − ci+1). (7.17)

Assim, pode-se traduzir o equacionamento para uma forma matricial:



1 0 0 . . . 0 0 0
hi 2(h1 + h2) h2 · · · 0 0 0
...

...
... · · ·

...
...

...
0 0 0 · · · hn−2 2(hn−2 + hn−1) hn−1

0 0 0 · · · 0 0 1





c1

c2
...

cn−1

cn


(7.18)

=



0
3(f [x3, x2]− f [x2, x1])

...
3(f [xn, xn−1]− f [xn−1, xn−2])

0


Lembrando que f [xi, xj ] = fi−fj

xi−xj .
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Uma vez calculados os coeficientes ci, volta-se na eq. (7.17) e determina-se di
e bi. Isto posto, tem-se um polinômio para cada par de dados, conforme eq.
(7.18).

Para o problema apresentado na seção 7.3, tem-se:

1 0 0 0 0 0
h1 2(h1 + h2) h2 0 0 0
0 h2 2(h2 + h3) h3 0 0
0 0 h3 2(h3 + h4) h4 0
0 0 0 h4 2(h4 + h5) h5

0 0 0 0 0 1





c1

c2

c3

c4

c5

c6



=



0
3(f [x3, x2]− f [x2, x1])
3(f [x4, x3]− f [x3, x2])
3(f [x5, x4]− f [x4, x3])
3(f [x6, x5]− f [x5, x4])

0




1 0 0 0 0 0
1 6 2 0 0 0
0 2 6 1 0 0
0 0 1 4 1 0
0 0 0 1 4 1
0 0 0 0 0 1





c1

c2

c3

c4

c5

c6


=



0
30, 75
−33

3
−0, 75

0


Truncando em quatro casas decimais, tem-se:

1 2 3 4 5 6
[c] 0,0150 0,0580 -0,0653 -0,0106 0 -0,0004
[d] 0,0143 -0,0822 0,0182 0,0035 -0,0001
[b] -0,0294 10,2162 -0,7029 0,2571 0,0001

Para a determinação da tensão no tempo igual a 1,5s, busca-se o polinômio
do intervalo que contenha o referido tempo. No caso:
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s3(x) = f3 + b3(x− x3) + c3(x− x3)2 + d3(x− x3)3

s3(1, 5) = 10, 5− 0, 7029(1, 5− 1)− 0, 0653(1, 5− 1)2 + 0, 0182(1, 5− 1)3

s3(1, 5) = 10, 1345 V

A Figura 7.4 apresenta os resultados. Os círculos são os dados medidos. A
curva tracejada foi obtida com o método aqui apresentado por spline cúbica.
Para tal, faz-se necessária a interpolação de vários tempos de forma a desenhar
a curva.

As curvas pontilhadas foram obtidas pela técnica de mínimos quadrados
(polyfit) para terceiro e quinto graus. A curva de quinto grau aproxima-se mais
do comportamento obtido com a spline cúbica.

Figura 7.4: Gráfico obtido pela técnica de mínimos quadrados

A biblioteca SciPy possui as funções nativas scipy.splrep() e scipy.splev()
- para interpolação por splines, que funcionam em conjunto com a mesma
dinâmica da np.polyfit(): splrep() recebe os pontos e retorna os
coeficientes do polinômio enquanto que splev() recebe os coeficientes e
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os valores de x, retornando os valores de P (x). Além disso, a biblioteca
também possui a função scipy.PchipInterpolator() - para interpolação
pchip: com uma dinâmica diferente por ter uma abordagem de programação
orientada a objeto. A função scipy.PchipInterpolator(), após receber os
pontos, em vez de retornar coeficientes do polinômio, transforma a variável a
qual é designada em uma função matemática polinomial que recebe os valores
de x e retorna os valores de P (x) correspondentes. A curva em linha contínua
foi obtida com o método pchip – interpolação cúbica hermitiana por partes -
através dessa função da SciPy.

Em comparação com a spline cúbica, a interpolação cúbica hermitiana por
partes não garante a continuidade na derivada de segunda ordem. Isso pode
ser um problema em funções com mudanças abruptas.

Por outro lado, a implementação da pchip leva em consideração o conceito
de que os valores interpolados não podem ultrapassar os pontos dados
(shape preserving).

Voltando ao exercício proposto, percebe-se que a pchip leva vantagem sobre
a spline no trecho antes da inversão da polaridade. Nesse trecho não existem
valores menores que -10 V, conforme mostrado pela spline. Para o segundo
trecho, após a inversão da tensão, a spline representa melhor o transitório
durante o tempo de acomodação.

Com a melhoria do conhecimento sobre o problema em estudo, pode-se
diagnosticar que a melhor estratégia a ser adotada seja a separação dos dados
em grupos pequenos, podendo-se aplicar a técnica que melhor se adapta ao
comportamento do problema.

Resolução assistida por computador

1 impo r t m a t p l o t l i b . p y p l o t as p l t
2 impo r t numpy as np
3 impo r t s c i p y . i n t e r p o l a t e as sp
4

5

6 de f S p l i n e ( x _ i n t e r p , x_pontos , f x _pon t o s ) :
7 t c k = sp . s p l r e p ( x_pontos , f x _pon t o s )
8 r e t u r n sp . s p l e v ( x _ i n t e r p , t c k )
9

10

11 de f Pch ip ( x _ i n t e r p , x_pontos , f x _pon t o s ) :
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12 pch ip = sp . P c h i p I n t e r p o l a t o r ( x_pontos , f x _pon t o s )
13 r e t u r n pch ip ( x _ i n t e r p )
14

15

16 tempo = [−2 , −1, 1 , 2 , 3 , 4 ]
17 t ensao = [−10, −10, 10.5 , 9.75 , 10 , 10]
18 t t = 1.5
19

20 p r i n t ( f ’ I n t e r p o l a ção Sp l i n e : y = { Sp l i n e ( t t , tempo , tensao ) : . 4 f } ’ )
21 p r i n t ( f ’ I n t e r p o l a ção Pch ip : y = { Pch ip ( t t , tempo , tensao ) : . 4 f } ’ )
22

23 # V i s u a l i z a ção
24 p l t . g r i d ( T rue )
25 p l t . p l o t ( tempo , tensao , ’o ’ , ma r k e r s i z e=10, co l o r=’b ’ )
26 p l t . x l a b e l ( ’ Tempo ( s ) ’ )
27 p l t . y l a b e l ( ’ Tensão ( V ) ’ )
28

29 # Comparação com fun ções n a t i v a s
30 P = np . p o l y f i t ( tempo , tensao , 3 ) # a j u s t a por mí nimos quadrados

um po l i n ômio de grau 3
31 xp = np . l i n s p a c e ( min ( tempo ) , max ( tempo ) , 100)
32 s s = np . p o l y v a l ( P , xp )
33 p l t . p l o t ( xp , ss , ’ r : ’ , l i n e w i d t h =2, l a b e l=’ p o l y f i t grau 3 ’ )
34

35 P = np . p o l y f i t ( tempo , tensao , 5 ) # a j u s t a por mí nimos quadrados
um po l i n ômio de grau 5

36 s s = np . p o l y v a l ( P , xp )
37 p l t . p l o t ( xp , ss , ’g−. ’ , l i n e w i d t h =2, l a b e l=’ p o l y f i t grau 5 ’ )
38

39 y y = Sp l i n e ( x _ i n t e r p=xp , x_pon tos=tempo , f x _pon t o s=tensao )
40 p l t . p l o t ( xp , yy , ’ k−− ’ , l i n e w i d t h =4, l a b e l=’ S p l i n e ’ )
41 y y = Pch ip ( x _ i n t e r p=xp , x_pon tos=tempo , f x _pon t o s=tensao )
42 p l t . p l o t ( xp , yy , ’ k ’ , l i n e w i d t h =2, l a b e l=’ Pch ip ’ )
43 p l t . x l im (−2 , 4 )
44 p l t . y l im (−15, 15)
45 p l t . t i g h t _ l a y o u t ( )
46

47 h = np . z e r o s ( l e n ( tempo )−1)
48 p = np . z e r o s ( l e n ( tempo )−1)
49 f o r i i n range (0 , ( l e n ( tempo ) − 1) ) :
50 h [ i ] = tempo [ i + 1] − tempo [ i ]
51 p [ i ] = ( tensao [ i + 1] − t ensao [ i ] ) / ( tempo [ i + 1] − tempo [ i ] )
52

53 A = np . a r r a y ( [ [ 1 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 ] ,
54 [ h [ 0 ] , 2∗ ( h [0]+h [ 1 ] ) , h [ 1 ] , 0 , 0 , 0 ] ,
55 [ 0 , h [ 1 ] , 2∗ ( h [1]+h [ 2 ] ) , h [ 2 ] , 0 , 0 ] ,
56 [ 0 , 0 , h [ 2 ] , 2∗ ( h [2]+h [ 3 ] ) , h [ 3 ] , 0 ] ,
57 [ 0 , 0 , 0 , h [ 3 ] , 2∗ ( h [3]+h [ 4 ] ) , h [ 4 ] ] ,
58 [ 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 1 ] ] )
59

60 p r i n t ( f ’A =\n {A} ’ )
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61

62 pp = np . a r r a y ( [ 0 , 3 ∗ ( p [ 1 ] − p [ 0 ] ) , 3 ∗ ( p [ 2 ] − p [ 1 ] ) , 3 ∗ ( p [ 3 ]
− p [ 2 ] ) , 3 ∗ ( p [ 4 ] − p [ 3 ] ) , 0 ] )

63 pp = np . t r an spo se ( [ pp ] )
64

65 c = np . l i n a l g . l s t s q ( pp , A , rcond=None ) [ 0 ] [ 0 ]
66 b = np . z e r o s ( l e n ( tempo ) − 1)
67 d = np . z e r o s ( l e n ( tempo ) − 1)
68 p r i n t ( f ’ pp =\n {pp} ’ )
69 p r i n t ( f ’ c =\n {c} ’ )
70 f o r i i n range (0 , ( l e n ( tempo ) − 1) ) :
71 d [ i ] = ( c [ i + 1] − c [ i ] ) / 3 ∗ h [ i ]
72 p r i n t ( f ’ d =\n {d} ’ )
73 f o r i i n range (0 , ( l e n ( tempo ) − 1) ) :
74 b [ i ] = ( ( t ensao [ i + 1] − t ensao [ i ] ) / h [ i ] ) − ( h [ i ] / 3 ) ∗ (2

∗ ( c [ i ] ) + c [ i + 1 ] )
75 p r i n t ( f ’ b =\n {b} ’ )
76 p l t . legend ( )
77 p l t . show ( )

7.4 Ajuste de curvas com funções senoidais

Em várias áreas da engenharia, principalmente em processamento de sinais,
uma série temporal é uma coleção de observações feitas sequencialmente ao
longo do tempo.

As funções matemáticas que melhor representam repetições temporais são o
seno e cosseno. De forma geral, tem-se:

f(t) = a0 + a1cos(ωt+ θ) + b1sen(ωt+ θ) + · · ·+ amcos(mωt+ θ)
+ bmsen(mωt+ θ)

(7.19)

onde a0 determina a altura média acima ou abaixo da abscissa, os coeficientes
de expansão a1...m e b1...m especificam as alturas máximas das oscilações, ω é
a frequência com que os ciclos ocorrem e θ parametriza a extensão pela qual
as curvas estão deslocadas horizontalmente.

Para N dados igualmente espaçados, os coeficientes a1...m e b1...m podem ser
calculados por:

a0 =
∑
f(t)
N

(7.20)
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ak = 2
N

∑
f(t)cos(kωt)

bk = 2
N

∑
f(t)sen(kωt)

 k = 1, 2,. ..,m.

Assim, se obedecido o critério de N > 2m + 1 , tem-se um ajuste de dados
semelhante à regressão – ajuste por mínimos quadrados de uma curva senoidal.
Se 2m+1 é igual ao número de pontos dados (N ), essa abordagem é chamada
de série de Fourier contínua e será tratada mais à frente.

O problema

Mediu-se, sem muita precisão, a saída de uma fonte de tensão senoidal com
frequência de 60Hz:

t(ms) 0 2,1 4,2 6,2 8,3 10,4 12,5 14,6 16,7
V 0 220 311 220 0 -220 -311 -220 0

Determine o polinômio que bem represente tal comportamento.

Aqui, N = 9 e
∑
f(t) = 0. Assim, A0 = 0.

Para m = 1:

V (t) = 0 + 0, 3475cos(ωt) + 276, 5440sen(ωt)

Para m = 3:

V (t) = 0 + 0, 3475cos(ωt) + 276, 5440sen(ωt)− 0, 0004cos(2ωt)
−0, 1738sen(2ωt)− 0, 0003cos(3ωt)− 0, 0739sen(3ωt)
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A figura apresenta
os 9 pontos
medidos e os 9
pontos calculados
com m igual a
3 coeficientes de
expansão.

Com m = 1 ou 3, os valores calculados são próximos e apresentam um erro
considerável quanto à amplitude do sinal. Lembrando que m = 3 é o limite
imposto por N > 2m+ 1 .

Uma maneira de melhorar a precisão ao avaliar um mesmo período é aumentar
o número de amostras do sinal. A figura apresenta o resultado para m = 3 e
120 amostras igualmente espaçadas de 1/(2 × 60). O erro aqui é menor que
1%:

V (t) = 0− 0, 0062cos(ωt) + 308, 5316sen(ωt)− 0, 0062cos(2ωt)
−0, 0002sen(2ωt)− 0, 0062cos(3ωt)− 0, 0003sen(3ωt)

Resolução assistida por computador

1 f rom numpy impo r t a r ra y , l i n s pace , z e r o s
2 f rom math impo r t p i , cos , s i n
3 impo r t m a t p l o t l i b . p y p l o t as p l t
4

5

6 de f y f unc ( t ) :
7 r e t u r n 0 + 311 ∗ s i n (w ∗ t + 0)
8

9

10 T = 1 / 60
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11 t = l i n s p a c e (0 , T , 9 )
12 w = 2 ∗ p i ∗ 60
13 n = len ( t )
14 m = 3
15 y = a r r a y ( [ 0 , 220 , 311 , 220 , 0 , −220, −311, −220, 0 ] )
16 s y = sum ( y )
17 A0 = sy / n
18 A = ze ro s (m + 1)
19 B = ze ro s (m + 1)
20 f = z e r o s ( (m, n ) )
21 f f = z e r o s ( ( n , n ) )
22 ycos = ze r o s ( n )
23 y s i n = ze r o s ( n )
24 f o r k i n range (0 , m + 1) :
25 f o r i i n range (0 , n ) :
26 ycos [ i ] = ( y [ i ] ∗ cos ( k ∗ w ∗ t [ i ] ) )
27 y s i n [ i ] = ( y [ i ] ∗ s i n ( k ∗ w ∗ t [ i ] ) )
28 A [ k ] = (2 / n ) ∗ sum ( ycos )
29 B [ k ] = (2 / n ) ∗ sum ( y s i n )
30 f o r k i n range (0 , m) :
31 f o r i i n range (0 , n ) :
32 f [ k , i ] = A [ k ] ∗ cos ( k ∗ w ∗ t [ i ] ) + B [ k ] ∗ s i n ( k ∗ w ∗ t [

i ] )
33 f o r i i n range (0 , n ) :
34 f f [ i ] = A0 + sum ( f [ : , i ] )
35 A = A [ 1 : ]
36 B = B [ 1 : ]
37

38 Fig , ax = p l t . s u b p l o t s ( f i g s i z e =(10 , 10) )
39

40 ax . p l o t ( t , y , ’o ’ , ma r k e r s i z e=10, co l o r=’b ’ , l a b e l=’9 pontos
medidos ’ )

41 f f p l o t = [ ]
42 f o r c i n f f :
43 f f p l o t . append ( c [ 0 ] )
44 f f = f f p l o t
45 ax . p l o t ( t , f f , ’ r s ’ , l a b e l=’m = 3 para 9 ’ )
46 T = 1 / 60
47 t = l i n s p a c e (0 , T , 120)
48 w = 2 ∗ p i ∗ 60
49 n = len ( t )
50 m = 3
51

52 s y = sum ( y )
53 A0 = sy / n
54 A = ze ro s (m + 1)
55 B = ze ro s (m + 1)
56 f = z e r o s ( (m, n ) )
57 f f = z e r o s ( ( n , n ) )
58 ycos = ze r o s ( n )
59 y s i n = ze r o s ( n )
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60 f o r k i n range (0 , m + 1) :
61 f o r i i n range (0 , n ) :
62 ycos [ i ] = ( y f un c ( t [ i ] ) ∗ cos ( k ∗ w ∗ t [ i ] ) )
63 y s i n [ i ] = ( y f un c ( t [ i ] ) ∗ s i n ( k ∗ w ∗ t [ i ] ) )
64 A [ k ] = (2 / n ) ∗ sum ( ycos )
65 B [ k ] = (2 / n ) ∗ sum ( y s i n )
66 f o r k i n range (0 , m) :
67 f o r i i n range (0 , n ) :
68 f [ k , i ] = A [ k ] ∗ cos ( k ∗ w ∗ t [ i ] ) + B [ k ] ∗ s i n ( k ∗ w ∗ t [

i ] )
69 f o r i i n range (0 , n ) :
70 f f [ i ] = A0 + sum ( f [ : , i ] )
71 A = A [ 1 : ]
72 B = B [ 1 : ]
73 f f p l o t = [ ]
74 f o r c i n f f :
75 f f p l o t . append ( c [ 0 ] )
76 f f = f f p l o t
77 ax . p l o t ( t , f f , ’ k ’ , l a b e l=’m = 3 para 120 ’ )
78 ax . legend ( )
79 ax . g r i d ( T rue )
80 ax . s e t _ x l i m ( min ( t ) − 0.00015 , max ( t ) + 0.00015) # A j u s t e de

v i s u a l i z a ção do grá f i c o
81 ax . s e t _ y l i m ( min ( f f ) − 12 , max ( f f ) + 12) # A j u s t e de v i s u a l i z a ção

do grá f i c o
82 ax . s e t _ y l a b e l ( ’ V ( V ) ’ )
83 ax . s e t _ x l a b e l ( ’ Tempo ( s ) ’ )
84 p l t . show ( )

7.5 Série de Fourier

Série de Fourier é uma representação trigonométrica com senos e cossenos
usada para representar funções periódicas complexas. Quando essas funções
são infinitas, usa-se série de Fourier contínua. Quando essas funções não
se repetem com periodicidade, ou se repetem, mas sem intervalos de tempos
regulares, utiliza-se a transformada de Fourier discreta (TFD) [3]. Exemplos de
problemas sem periodicidade ou regularidade são os transitórios e descargas
elétricas.

Série de Fourier Contínua

De forma muito semelhante ao ajuste de curvas com funções senoidais, partindo
da eq. (7.20), a série de Fourier pode ser escrita como:

f(t) = a0 +
∞∑
k=1

[akcos(kωt) + bksen(kωt)] (7.21)
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onde a frequência angular do primeiro modo (k = 1) é chamada de frequência
fundamental, e os seus múltiplos constantes (k = 2, 3, . . . ) são chamados de
harmônicos. Os coeficientes da eq. (7.21) podem ser assim calculados:

a0 = 1
T

∫ T

0
f(t)dt

ak = 2
T

∫ T

0
f(t)cos(kωt)dt e bk = 2

T

∫ T

0
f(t)sen(kωt)dt . (7.22)

Usando a fórmula de Euler (e±jθ = cos(θ) ± jsen(θ)) , obtém-se uma forma
mais compacta para expressar a série de Fourier:

f(t) =
∞∑

k=−∞
cke

jkωt onde ck = 1
T

∫ T
2

−T
2

f(t)e−jkωtdt . (7.23)

Integral e Transformada de Fourier

A transição de uma função periódica para uma expressão não periódica pode
ser feita permitindo-se que o período tenda ao infinito. Partindo-se da eq.
(7.19):

f(t) = 1
2π

∫ ∞
−∞

F (ω)ejωtdω e F (ω) =
∫ ∞
−∞

f(t)e−jωtdt (7.24)

F (ω) é chamada de transformada de Fourier de f(t). E f(t) é a transformada
de Fourier inversa de F (ω). Este par de funções permite transformar para o
domínio do tempo e da frequência um sinal não periódico.
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Transformada de Fourier Discreta (TFD)

Em geral, na engenharia elétrica, as funções são representadas por um
conjunto finito de valores discretos – conforme exemplo do problema proposto
no início desta seção sobre a definição de um polinômio que descrevesse o
comportamento da tensão senoidal medida. A TFD pode ser escrita como:

Fk =
N−1∑
i=0

f
j
ejkωi para k = 0 a N − 1 (7.25)

e a transformada inversa de Fourier como

fi = 1
N

N−1∑
k=0

Fke
jkωi para i = 0 a N − 1 onde ω = 2π

N
. (7.26)

Resolução assistida por computador

1 impo r t numpy as np
2

3

4 p i = np . p i
5 T = 1 / 60
6 t = np . l i n s p a c e (0 , T , 9 )
7 y = np . a r r a y ( [ 0 , 220 , 311 , 220 , 0 , −220, −311, −220, 0 ] )
8 n = len ( t )
9 p r i n t ( np . f f t . f f t ( y , n−1) ) # f a s t F o u r i e r − t r a n s f o rm
10 # np . f f t . i f f t ( y , n−1) # Descomentar para usa r i n v e r s e f a s t F o u r i e r

− t r a n s f o rm

FFT é fast−Fourier transform, uma variação da eq. (7.22). IFFT é inverse
fast− Fourier transform, variação de eq. (7.23).
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7.6 Exercícios propostos

1. Uma medição de aterramento chegou aos valores apresentados na
tabela. Entendendo que esses valores são pouco precisos, trace a curva
que melhor represente o comportamento das medições. Discuta sobre a
correção dos dados as curvas traçadas.

R (Ω) I (A)
1 10
1,1 9
1,25 8,9
1,5 7
2 6
2,2 5,5
3,5 4
5 2
6 1,5
6,5 1,1
7 1,05
8 1
8,75 1
9,5 1,1
10 0,95

Resposta por regressão:
a curva contínua com n = 2;
curva tracejada com n = 3
e curva pontilhada com n = 4.

2. A medição de alguns pontos de uma curva de saturação magnética (B×
H) num processo de desmagnetização do ferrite MnZn3C15é[4] :

H(A/m) -50 -5 5 75
B(mT) -300 -50 180 350

Determine o valor da indução magnética para H = 0 A/m.
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Resposta:

por Newton, B = 62,8139 mT;
por Lagrange, B = 62,8139 mT;
por interpolação polinomial, n=2, B=68,5933 mT

n=3, B = 62,8139 mT.

3. Determine o polinômio que melhor represente o processo de desmagnetização
do ferrite MnZn3c15, dado o seguinte comportamento:

H(A/m) T(s)
80 0
-60 1
40 2
-30 3
20 4
-10 5
5 6
-2,5 7
1,25 8
-0,625 9
0,3125 10

Resposta: curva contínua foi obtida por spline e a curva tracejada por pchip.
Percebe-se aqui que a pchip não extrapola os valores dos dados medidos.

O comportamento deste problema remete às funções de Bessel. Elas são
comumente encontradas nos problemas que envolvam o eletromagnetismo e o
processamento de sinais, por exemplo.
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4. Produza uma onda com frequência de 60Hz (ω = 377 rad/s) e valor máximo
de 311, onde a parte negativa da onda é rebatida para o quadrante positivo.
A onda tem valor nulo enquanto o ângulo da onda original estiver menor que
π
12 e entre π e (π+

π
12).

Resposta:

a0 = 1
T

∫ n/(377)

n/(6x377)
311sen(377t)dt = 184, 7260

an = 311
π

( 1
2n− 1

(
cos(π(2n− 1))− cos

(
π

6 (2n− 1)
)))

+
( 1

2n− 1

(
−cos(π(2n+ 1)) + cos

(
π

6 (2n− 1)
)))

bn = 311
π

( 1
2n− 1

(
cos(π(2n− 1))− sen

(
π

6 (2n− 1)
)))

+
( 1

2n+ 1

(
−sen(π(2n+ 1)) + sen

(
π

6 (2n− 1)
)))

f(t) = a0 +
n∑
k=1

[akcos(kωt) + bksen(kωt)]
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Integração Numérica

No início de qualquer curso de graduação em engenharia, estuda-se cálculo
diferencial e integral. A derivada representa a taxa de variação de uma variável
dependente com relação a uma independente. A ideia é usar diferenças para
quantificar um processo instantâneo.

A integração é o oposto. O objetivo pressupõe a soma de informações
instantâneas para fornecer um resultado total ao longo de um intervalo,
obtendo-se a área ou o volume de figuras geométricas.

A obtenção de derivadas e integrandos por métodos analíticos em problemas
complexos usualmente pressupõe grande esforço, quando possível.

Matematicamente, a integração (definida) é representada por:

Int =
∫ b

a
f(x)dx, (8.1)

que indica a integral da função f(x) em relação à variável independente x,
avaliada entre os limites a e b [1].

Neste capítulo primeiro, apresentam-se as fórmulas de integração numérica
por Newton-Cotes [2]. Elas são técnicas que utilizam um conjunto de pontos
amostrados, sejam reais ou estimados por polinômios de interpolação. Em
seguida, discutem-se fórmulas de integração numéricas que utilizam funções
diretamente.
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O problema

A resposta natural de um circuito RC é dada por:

v(t) = V0e
−t/τ , t ≥ 0 onde V0

é a tensão inicial no capacitor
e τ a constante de tempo para
o circuito, dado por τ = RC.
Sendo a corrente obtida por
i(t) = v(t)/R, pode-se calcular
a potência da seguinte forma:

p(t) = v(t) · i(t) = 1
R

(
V0 · e−t/τ

)2
= V 2

0
R

(
e−2t/τ

)
[W] [3].

.

A energia envolvida pode ser calculada integrando

ω =
∫ t

0
p(t) dt = V 2

0
R

∫ t

0
(e−2t/τ ) dt [J]

Por fim, a potência média é dada por:

Pmed = ω

t
= V 2

0
R
· 1
t

∫ t

0
(e−2t/τ ) dt [W].

Analiticamente, considerando R = 1Ω, C = 0, 001F , V0 = 100V e o τ = 3RC,
obtém-se o comportamento:

ω = V 2
0
R

∫ 3τ

0
(e−2t/τ ) dt = 0, 0499 [J].

Pmed = ω

3τ = 16, 6254 [W].

A energia (ω) é a área sob a curva P × t. O cálculo dessa área é a sua integral.
A Figura 8.1 a seguir ilustra o presente exercício.
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Figura 8.1: Comportamento de um circuito RC no tempo

Certamente, a resolução analítica é possível dada a simplicidade do circuito em
análise. Em circuitos mais complexos, pode-se fazer uso de integrais numéricas.

8.1 Fórmulas de integração numérica por Newton-Cotes

As fórmulas de Newton-Cotes, ou regras de Newton-Cotes, são um grupo
de fórmulas para integração numérica (também chamadas de quadratura)
baseadas na avaliação do integrante em pontos igualmente espaçados. O
mais comum é basear na estratégia de substituir uma função complicada ou
um conjunto de dados tabulados por um polinômio, como por exemplo:

Int =
∫ b

a
f(x) dx ∼=

∫ b

a
fn(x) dx onde fn(x) = a0 + a1x+ · · ·+ ann , (8.2)

e o integrar por partes, conforme ilustra a figura 8.2.
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Figura 8.2: Integração por partes

Existem n+ 1 pontos igualmente espaçados (x0.x1, x2, · · · , xn). Assim, existem
n segmentos de largura (h = (b− a)/n). Se a = x0 e b = xn, a integral total
pode ser representada por:

I =
∫ x1

x0

f(x)dx+ · · ·+
∫ xn

xn−1

f(x)dx ,

substituindo cada integral pela equação de área de um trapézio, tem-se:

Int = h
(f(x0)− f(x1))

2 + · · ·+ h
(f(xn−1)− f(xn))

2 . (8.3)

Agrupando-se os termos, pode-se obter a forma geral da Regra do Trapézio
Múltipla:

Int = (b− a)f(x0) + 2
∑n−1
i=1 f(xi) + f(xn)

2n . (8.4)

Resolução assistida por computador

1 impo r t numpy as np
2 impo r t m a t p l o t l i b . p y p l o t as p l t
3 impo r t m a t p l o t l i b . t i c k e r as t i c k e r
4

5

6 de f P ( Vc , I c ) :
7 r e t u r n np . m u l t i p l y ( Vc , I c )
8

9

10 de f f f ( x ) :
11 r e t u r n (10 ∗ np . exp ( np . d i v i d e (−x , 0.001) ) ) ∗∗ 2
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12

13 R = 1
14 C = 0.001
15 Vo = 10
16 TAL = R ∗ C
17 t = l i n s p a c e (0 , 3 ∗ TAL , 7 )
18 Vc = Vo ∗ np . exp ( np . d i v i d e (− t , ( TAL ) ) )
19 I c = ( Vo ∗ np . exp ( np . d i v i d e (− t , ( TAL ) ) ) ) / R
20 Pmed = Vo ∗∗ 2 / (6 ∗ R ) ∗ (−np . exp (−6) + 1)
21 w = C ∗ Vo ∗∗ 2 / 2 ∗ (−np . exp (−6) + 1)
22 # t r ap é z i o
23 a = round ( t [ 1 ] )
24 b = t [ l e n ( t ) − 1]
25 # l i m i t e s
26 n = 150
27 # número de segmentos
28 x = a
29 h = ( b − a ) / n
30

31 I a n a l i t i c o = w
32 s = f f ( x )
33 f o r i i n range (0 , n − 1) :
34 x = x + h
35 s = s + 2 ∗ f f ( x )
36 s = s + f f ( b )
37 P = ( b − a ) ∗ s / (2 ∗ n )
38 w = P
39 Pmed = w/ (3 ∗ TAL )
40 E r r o = ( I a n a l i t i c o − P ) / I a n a l i t i c o
41 P = Vc ∗ I c
42 p r i n t ( ’ f f ( x ) = (10 ∗ np . exp ( np . d i v i d e (−x , 0.001) ) ) ∗∗ 2 \n ’ )
43 p r i n t ( f ’w = {w: . 4 f } ’ )
44 p r i n t ( f ’ Pmed = {Pmed : . 4 f } ’ )
45 p r i n t ( f ’ E r r o = { E r r o : . 4 f } ’ )
46

47 # V i s u a l i z a ção
48

49 F ig = p l t . f i g u r e ( )
50 p l t . s t y l e . use ( ’ f a s t ’ )
51 ax1 = F ig . add_subp lo t (221) # Pos i c ionamen to dos s u bp l o t s
52 ax1 . g r i d ( T rue ) # grade
53 ax2 = F ig . add_subp lo t (222) # Pos i c ionamen to dos s u bp l o t s
54 ax2 . g r i d ( T rue ) # grade
55 ax3 = F ig . add_subp lo t (212) # Pos i c ionamen to dos s u bp l o t s
56 ax3 . g r i d ( T rue ) # grade
57

58 ax1 . s e t _ y l a b e l ( ’ V ( V ) ’ )
59 ax2 . s e t _ y l a b e l ( ’ I ( A ) ’ )
60 ax3 . s e t _ y l a b e l ( ’ P (W) ’ )
61 ax3 . s e t _ x l a b e l ( ’ t ( s ) x10 −̂3’ )
62
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63 ax1 . loca to r_pa rams ( a x i s=" y " , nb i n s=2)
64 ax2 . loca to r_pa rams ( a x i s=" y " , nb i n s=2)
65 ax3 . loca to r_pa rams ( a x i s=" y " , nb i n s=2)
66

67 Tens = ax1 . p l o t ( t , Vc )
68 Corr = ax2 . p l o t ( t , I c )
69 Po t = ax3 . p l o t ( t , P , l a b e l=’ T = 3RC ’ )
70

71 ax1 . s e t _ x t i c k l a b e l s ( [ ’0 ’ , ’1 ’ , ’2 ’ , ’3 ’ ] ) # fo rmata ção do e i x o x ,
V

72 ax2 . s e t _ x t i c k l a b e l s ( [ ’0 ’ , ’1 ’ , ’2 ’ , ’3 ’ ] ) # fo rmata ção do e i x o x ,
I

73 ax3 . s e t _ x t i c k l a b e l s ( [ ’0 ’ , ’ 0.5 ’ , ’1 ’ , ’ 1.5 ’ , ’2 ’ , ’ 2.5 ’ , ’3 ’ ] ) #
fo rmata ção do e i x o x , P

74

75 ax1 . s e t _ y l i m ( min ( Vc ) , max ( Vc ) ) # l i m i t e do e i x o y , V
76 ax2 . s e t _ y l i m ( min ( I c ) , max ( I c ) ) # l i m i t e do e i x o y , I
77 ax3 . s e t _ y l i m (0 , 100) # l i m i t e do e i x o y , P
78 ax1 . s e t _ x l i m (0 , 0.003) # l i m i t e do e i x o x , V
79 ax2 . s e t _ x l i m (0 , 0.003) # l i m i t e do e i x o x , I
80 ax3 . s e t _ x l i m (0 , 0.003) # l i m i t e do e i x o x , P
81 p l t . legend ( )
82 p l t . t i g h t _ l a y o u t ( )
83 p l t . show ( )

A biblioteca NumPy possui uma função interna para a integração numérica por
Newton-Cotes, chamada numpy.trapz().

A tabela a seguir apresenta os resultados do problema proposto pelo método
de integração numérica do trapézio. Percebe-se que quanto maior o número de
pontos, por tantas divisões (n), maior será a precisão da solução encontrada.

Para se obter mais pontos, pode-se optar pela técnica de ajustes de curvas
mais adequada, conforme visto no capítulo anterior.

Como os valores analíticos são conhecidos, o erro pode ser calculado por
E = 100%(real − estimado)/real . Outra maneira pode ser a comparação
direta entre as soluções obtidas para diferentes n.

n h[s] w [J] Pmed [W] Erro [%]
2 0,00150 0,0827 27,5513 65,72
10 0,00030 0,0514 17,1212 2,9822
50 0,00006 0,0499 16,6453 0,1200
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Existem muitos outros métodos para realizar integração numérica. A tabela
8.1 apresenta os mais conhecidos. Para todos os citados, o passo é dado por
h = (b− a)/n. O erro pode ser calculado utilizando a informação da derivada
de ordem superior do ponto qualquer (ξ) entre a e b.

Tabela 8.1. Métodos para a Integração Numérica [1].

Fórmula Truncamento
Trapézio (n = 2)

(b− a)f(x0) + f(x1)
2

−(1/12)h3f”(ξ)

1/3 Simpson (n = 3)

(b− a)f(x0) + 4f(x1) + f(x2)
6

−(1/90)h5f (4)(ξ)

3/8 Simpson (n = 4)

(b− a)f(x0) + 3f(x1) + 3f(x2) + f(x3)
8

−(3/80)h5f (4)(ξ)

Boole

(b− a)7f(x0) + 32f(x1) + 12f(x2) + 32f(x3)7f(x4)
90

−(8/945)h7f (6)(ξ)

8.2 Fórmulas de integração de funções

As técnicas apresentadas na seção anterior utilizam um conjunto de pontos
amostrados, sejam reais (medidos) ou estimados por polinômios de interpolação.
Certamente adequados, tais métodos são custosos e podem acrescentar erros
devidos à interpolação. Existindo uma função confiável, é possível gerar tantos
valores quanto forem necessários para se alcançar a precisão desejada.

Existem muitos métodos de integração numérica a partir de funções como, por
exemplo, a integração de Romberg, que utiliza a extrapolação de Richardson;
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e as fórmulas de Gauss-Legendre e Gauss-Hermite [1][2].

Aqui será apresentada a técnica chamada de Quadratura Adaptativa [2].
O diferencial desta proposta é a possibilidade de ajuste automático do
intervalo de integração (h) de acordo com variações abruptas da função
em estudo. Em regiões com gradiente pequeno, passos largos; já em regiões
com gradiente grande, passos refinados. Esse procedimento confere maior
precisão e velocidade ao cálculo [4].

Partindo da regra 1/3 de Simpson, tem-se uma primeira estimativa:

Int(h1) = h

6 [f(a) + 4f(c) + f(b)] (8.5)

onde h = b− a e c = (a+ b)/2.

Uma estimativa mais refinada pode ser obtida pela metade do tamanho do
passo, por exemplo com aplicação da regra 1/3 de Simpson com n=4:

Int(h2) = h

12[f(a) + 4f(d) + 2f(c) + 4f(e) + f(b)] (8.6)

onde d = (a+ c)/2 e e = (c+ b)/2 .

De forma a melhorar ainda mais a estimativa, com resultado equivalente à
regra de Boole, pode-se utilizar:

Int = Int(h2) + 1
15[Int(h1) + Int(h2)]. (8.7)

Resolução assistida por computador

1 impo r t numpy as np
2

3

4 de f f e v a l ( Nomefuncao , ∗argumentos ) :
5 r e t u r n e va l ( Nomefuncao ) (∗ argumentos )
6

7

8 de f f ( x ) :
9 r e t u r n (10 ∗ np . exp ( np . d i v i d e (−x , 0.001) ) ) ∗∗ 2
10

11

12 de f quadse tp ( f , a , b , t o l , fa , f c , f b ) :
13 h = b − a
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14 c = ( a + b ) / 2
15 f d = f e v a l ( ’ f ’ , ( a + c ) / 2 )
16 f e = f e v a l ( ’ f ’ , ( c + b ) / 2 )
17 q1 = h / 6 ∗ ( f a + 4 ∗ f c + fb )
18 q2 = h / 12 ∗ ( f a + 4 ∗ f d + 2 ∗ f c + 4 ∗ f e + fb )
19 i f abs ( q2 − q1 ) <= t o l :
20 q = q2 + ( q2 − q1 ) /15
21 e l s e :
22 qa = quadsetp ( f , a , c , t o l , fa , fd , f c )
23 qb = quadsetp ( f , c , b , t o l , f c , fe , f b )
24 q = qa + qb
25 r e t u r n q
26

27

28 a = 0
29 b = 0.003
30 c = ( a+b ) / 2
31 t o l = 1 ∗ np . exp (−6)
32 f a = f e v a l ( ’ f ’ , a )
33 f b = f e v a l ( ’ f ’ , b )
34 f c = f e v a l ( ’ f ’ , c )
35 w = quadsetp ( f , a , b , t o l , fa , f c , f b )
36 p r i n t ( f ’w = {w} ’ )

Adaptado de [4]

O Scipy possui uma função interna para a integração numérica por funções,
chamada scipy.integrate.quad().

Para o circuito elétrico RC proposto, com tolerância de 10−6, chega-se a
w = 0, 0499 J em apenas 3 ações recursivas.

Integrais múltiplas são bem comuns. Por exemplo, uma integral dupla estuda
uma função bidimensional:

∫ y2

y1

(∫ x2

x1

f(x, y) dx
)
dy (8.8)

Analiticamente, primeiro se integra a função em uma dimensão. Após, esse
resultado é integrado na segunda dimensão.

Numericamente se faz o mesmo. A SciPy possui funções internas para
integração dupla (scipy.integrate.dblquad()) e para integração tripla
(scipy.integrate.tplquad()).
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8.3 Exercícios propostos

1. Calcule numericamente o valor eficaz de V (t) = 311sen(377t+ 0◦)V .

Resposta: valor eficaz é o equivalente contínuo que gera o mesmo
trabalho que o sinal alternado. Assim, a simples integral do sinal senoidal
no intervalo de período reportará V med = 0. Uma forma de tratar isso é:

V ef =
√

3112

2π

∫ 2π

0
sen2(377t)dt =

√
3112

2π Int

Método Pontos Int Vef
Trapésio 4 3,1416 219,9102
Quad - 3,1416 219,9102

2. O engenheiro foi à bancada do laboratório e obteve os dados de tensão
e corrente. Assim, ele pode calcular e conhecer a potência instantânea.
Aplique um método de integração numérica e calcule a potência média
no período entre [1 a 2] segundos.

t(s) 0 0,50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00
V(V) 10 6,10 3,70 2,25 1,42 0,78 0,50
I(a) 10 6,05 3,65 2,25 1,40 0,80 0,50
P(W) 100 36,90 13,50 5,06 1,99 0,62 0,25

Resposta:

P (t) = 0, 5582t6 − 6, 6480t5 + 34, 2689t4 − 100, 5233t3 + 181, 5979t2

− 195, 7537t+ 100

Por trapézio, com n = 90, Pmed = 5,9263.
Por trapézio, com n = 100, Pmed = 5,9262.
Por quadratura adaptativa, com 1 ação recursiva, Pmed = 5,9262.
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Derivação Numérica

A derivação é usual na engenharia. Na grande maioria dos casos, o
entendimento de seu comportamento pressupõe a distinção da mudança de
grandezas físicas no tempo e no espaço.

Por exemplo, o vetor densidade de corrente elétrica (J) pode ser equacionado
como a proporcionalidade da condutividade elétrica (σ) do meio condutor e a
variação da tensão elétrica (dV/dt), desta forma [1]:

J = −σdV
dt
. (9.1)

Matematicamente, a derivada representa a taxa de variação de uma variável
dependente com relação a uma variável independente.

Aqui será apresentada uma formulação de diferença finita centrada e noções
de gradiente. A resolução de equações diferenciais ordinárias será apresentada
em capítulo a parte.

O problema

A lei de Faraday determina que a tensão em um indutor (V) é dada por:

VL = L
di

dt
,

onde L é a indutância (H), i é a corrente (A) e t é o tempo (s) [1].

Determine a tensão em função do tempo a partir dos valores medidos da
corrente para um L = 0,1H.

t(s) 0 0,10 0,20 0,30 0,40 0,50
i(A) 0 1,00 3,00 5,00 8,50 20,00
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9.1 Fórmulas de derivação

As expansões de série de Taylor são comumente utilizadas como fórmulas de
diferença finita. Aqui, é apresentada a fórmula de diferença dividida centrada
de Taylor, entretanto, destaca-se que existem ainda fórmulas progressivas e
regressivas ao ponto em estudo [2][3].

Assim, quanto mais termos da expansão, mais acurado será a solução.

Primeira Derivada Erro

f ′(xi) = (f(xi+1)− f(xi−1))/2h 0(h2)

f ′(xi) = (−f(xi+2) + 8f(xi+1)− 8f(xi−1) + f(xi−2))/12h 0(h4)

Segunda Derivada

f”(xi) = (f(xi+1)− 2f(xi) + f(xi−1))/h2 0(h2)

f”(xi) = (−f(xi+2) + 16f(xi+1)− 30f(xi) + 16f(xi−1) 0(h4)

−f(xi−2))/12h

Terceira Derivada

f ′′′(xi) = (f(xi+2)− 2f(xi+1) + 2f(xi−1)− f(xi−2))/2h3 0(h2)

f ′′′(xi) = (−f(xi+3) + 8f(xi+2)− 13f(xi+1) + 13f(xi−1)

−8f(xi−2) + f(xi−3))/8h3 0(h4)

h é o passo de cálculo.

Quando o passo de cálculo é desigualmente espaçado, pode-se ajustar um
polinômio de Lagrange de segundo grau para três pontos adjacentes. A
diferenciação do polinômio resulta em:
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f ′(x) = f(x1) (2x− x2 − x3)
(x1 − x2)(x1 − x3) + f(x2) (2x− x1 − x3)

(x2 − x1)(x2 − x3)

+f(x3) (2x− x1 − x2)
(x3 − x1)(x3 − x2)

(9.2)

As vantagens de se usar Lagrange ao invés da expansão de Taylor, muito
embora mais custosa computacionalmente, é que se pode obter uma estimativa
da derivada em qualquer lugar do intervalo determinado pelos três pontos,
com precisão e para passos de cálculo iguais ou não.

Uma outra dificuldade de qualquer método de derivação numérica é a
amplificação de erros nos dados. Em engenharia, particularmente em dados
de medidas em laboratório, o erro na medição é comum.

A Figura 9.1 ilustra essa preocupação: (a) dados sem erros, (b) a derivação
numérica resultante da curva (a), (c) dados ligeiramente modificados, e (d) a
derivação resultante da curva (c) manifestando um aumento da variabilidade.

Figura 9.1: Preocupação com a precisão dos dados
para derivação.
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Resolução assistida por computador

1 f rom numpy impo r t d i v i d e , d i f f
2 impo r t m a t p l o t l i b . p y p l o t as p l t
3

4

5 t = [0 , 0.10 , 0.20 , 0.30 , 0.40 , 0 .50]
6 I = [0 , 1.00 , 3.00 , 5.00 , 8.50 , 20.00]
7 d = d i v i d e ( d i f f ( I ) , d i f f ( t ) )
8 L = 0.1
9 V = L ∗ d
10 t t = [0 .05 , 0.15 , 0.25 , .35 , .45 ]
11

12 p r i n t ( f ’ d = {d}\n ’ )
13 p r i n t ( f ’ V = {V}\n ’ )
14

15 # V i s u a l i z a ção
16 f i g , ax = p l t . s u b p l o t s ( )
17 Corr = ax . p l o t ( t , I , l i n e w i d t h =1, marker=’d ’ , l a b e l=’ Cor ren te ’ )
18 ax2 = ax . t w i n x ( ) # c r i a nova e s ca l a no lado opos to do gr á f i c o

e i x o y
19 Tens = ax2 . p l o t ( t t , V , l i n e w i d t h =1, marker=’ s ’ , l a b e l=’ Tensão ’ ,

l i n e s t y l e=’−− ’ , c o l o r=’ k ’ )
20 l n s = Tens + Corr
21 l a b s = [ l . g e t _ l a b e l ( ) f o r l i n l n s ]
22 ax . legend ( l n s , labs , l o c=0)
23 ax . s e t _ x l a b e l ( ’ Tempo ( s ) ’ )
24 ax . s e t _ y l a b e l ( ’ Cor ren te ( A ) ’ )
25 ax2 . s e t _ y l a b e l ( ’ Tensão ( V ) ’ )
26 ax2 . y a x i s . g r i d ( Fa l s e )
27 p l t . t i g h t _ l a y o u t ( )
28 p l t . show ( )

Para o problema do indutor apresentado e sendo a fórmula de derivação
centrada, obtêm-se os resultados expostos na tabela. Aqui, acontece perda de
informação. O método utilizado perde o início e o fim dos dados.

V 0 2 2 3,50 11,5
I 1 3 5 8,50 20
T 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45 0,50

Usando a equação (9.2), para t = 0,15s, I = 2 A.
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A Figura 9.2 mostra o comportamento da corrente e da tensão no tempo.

Figura 9.2: Gráfico do comportamento da tensão e da corrente

9.2 Gradiente

O gradiente é um vetor que indica o sentido e a direção na qual obtém- se o
maior incremento de uma função. Assim, o módulo do vetor gradiente indica
a taxa de variação do fenômeno em estudo.

O campo vetorial e o operador gradiente possuem diversas aplicações em
engenharia. Por exemplo, a partir do gradiente do potencial elétrico determina-
se o campo elétrico; e a partir do gradiente da energia potencial determina-se
o campo de força associado [4].

A Figura 9.3 e o código a seguir ilustram o fenômeno elétrico existente entre
duas cargas elétricas estáticas de valores contrários. Nesta plotagem foram
utilizadas as funções plt.quiver(), para ilustrar os vetores, e plt.contour()
para as superfícies equipotenciais do campo elétrico, ambas da Matplotlib. A
função plt.quiver(x, y, u, v) recebe 4 arrays que representam coordenadas:
os arrays x e y representam as coordenadas dos pontos iniciais das setas e, os
arrays u e v representam as coordenadas dos pontos finais de cada seta. Como
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saída, ocorre a plotagem das setas no gráfico. A função plt.contour(x, y,
z) recebe arrays com as coordenadas nos três eixos(x, y, z) e plota as curvas de
nível para a representação bidimensional da estrutura tridimensional descrita
pelos arrays. Nesse caso, as curvas representam superfícies equipotenciais no
entorno das cargas. Como argumento opcional nesta função, a variável niveis
entrega ao parâmetro levels quais níveis plotar.

Resolução assistida por computador

1 impo r t m a t p l o t l i b . p y p l o t as p l t
2 impo r t numpy as np
3

4

5 # r e s o l u ção da imagem
6 x_range = np . arange (−2 , 2 , 0 .2 ) # i n t e r v a l o e quan t idade de s e t a s
7 y_range = np . arange (−2 , 2 , 0 .2 ) # i n t e r v a l o e quan t idade de s e t a s
8 x_mesh , y_mesh = np . meshgr id ( x_range , y_range )
9 # l i n h a s de campo
10 E = np . m u l t i p l y ( x_mesh , np . exp (− ( np . power ( x_mesh , 2 ) ) − np . power (

y_mesh , 2 ) ) )
11 dy , dx = np . g r a d i e n t ( E )
12 p l t . f i g u r e ( f i g s i z e =(10 , 10) ) # Tamanho
13 p l t . q u i v e r ( x_mesh , y_mesh , dx , dy , p i v o t=" midd le " ) # Se t a s
14 p l t . a x i s ( " s ca l ed " ) # A j u s t e automá t i c o de e s ca l a
15 # supe r f í c i e s e q u i p o t e n c i a i s geradas pe la s duas cargas
16 xp = np . arange (−2 , 2 , 0 .1 )
17 yp = np . arange (−2 , 2 , 0 .1 )
18 x_mesh , y_mesh = np . meshgr id ( xp , yp )
19 E = np . m u l t i p l y ( x_mesh , np . exp (− ( np . power ( x_mesh , 2 ) ) − np . power (

y_mesh , 2 ) ) )
20 d_o = 4
21 i f ( l e n ( E ) % 2) != 0:
22 l = i n t ( ( l e n ( E ) + 1) / 2 )
23 e l s e :
24 l = i n t ( ( l e n ( E ) ) / 2 )
25 n i v e i s = np . l i n s p a c e ( E [ l ] [ l − d_o ] , −E [ l ] [ l − d_o ] , 6 ) # n i v e i s

i n t e r s e c c ões do plano
26 eqp = p l t . con tou r ( x_mesh , y_mesh , E , l e v e l s=n i v e i s ) # l i n h a s de

con to rno
27 p l t . c l a b e l ( eqp )
28 # pos ic ionamento das duas cargas
29 # carga e l é t r i c a nega t i v a
30 carga_x1 = 0.70
31 carga_y1 = 0
32 # carga e l é t r i c a p o s i t i v a
33 carga_x2 = −0.70
34 carga_y2 = 0
35 p l t . p l o t ( carga_x1 , carga_y1 , c o l o r=’ b lue ’ , marker=’o ’ , l i n e s t y l e=’

dashed ’ , ma r k e r s i z e=7)
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36 p l t . p l o t ( carga_x2 , carga_y2 , c o l o r=’ red ’ , marker=’o ’ , l i n e s t y l e=’
dashed ’ , ma r k e r s i z e=7)

37 p l t . t i t l e ( ’Campo E l é t r i c o ’ )
38 # p l t . s a v e f i g ( " Campo_elé t r i c o . png " )
39 p l t . show ( )

Figura 9.3: Gráfico do campo elétrico
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9.3 Exercícios propostos

1. A corrente em um capacitor (Ic) é dada por [1]:

Ic = C
dV

dt
,

onde C é a capacitância (F), V é a tensão (V) e t é o tempo (s). Determine
a corrente em função do tempo a partir dos valores medidos da tensão
para C = 10mF.

t(s) 0 0,50 1 2 3
V(V) 100 50 35 9,50 0,05

Resposta:

2. Refaça o exercício do campo elétrico proposto na seção 9.2, entretanto
com as duas cargas sendo negativas.
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Equações Diferenciais
Ordinárias

Em vez de descrever os estados de sistemas físicos diretamente, as leis da física
usualmente são dadas em termos de variações temporais e espaciais. Esse tipo
de equacionamento, quando composto por uma função desconhecida e suas
derivadas, é chamado de equação diferencial [1].

Quando a função envolve apenas uma variável independente, a equação é
conhecida como equação diferencial ordinária (EDO). Com duas ou mais
variáveis independentes, como tempo, temperatura e espaço, chama-se
equação diferencial parcial (EDP).

No circuito elétrico ilustrado, a quantidade que está sendo derivada (I) é
chamada de variável dependente. A quantidade em relação à qual I é
derivada é denominada variável independente (t) [2].

−V +RI(t) + L
dI

dt
= 0 Física

dI

dt
= 1
L

(V −RI) EDO

Ii+1 = Ii + 1
L

(V −RI)∆t Solução numérica

Além da quantidade de independentes, o comportamento das variáveis
independentes também é relevante em qualquer análise.

Um problema é chamado de "problema de valor inicial" quando todas
as condições são especificadas para o mesmo valor inicial da variável
independente. Caso as condições sejam especificadas para diversos valores
diferentes da variável independente, chama-se de "problema de valor de
contorno" [1]. A Figura 10.1 ilustra os dois casos.
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Figura 10.1: EDO: condição inicial e de contorno.

Este capítulo fica restrito ao estudo de EDO, caracterizado como problema de
valor inicial.

Para o circuito RL proposto, por análise de malha tem-se:

−V +R · I(t) + L
dI

dt
∴

dI

dt
= 1
L

(V −R · I(t))

onde V é a tensão na fonte, R é a resistência (Ω) e L é a indutância (H) [2].
Determine o comportamento de I(t).

Os métodos mais comuns resolvem EDO da forma:

dx

dt
= f(x, t) (10.1)

e de forma geral, eles possuem a seguinte construção:

xi+1 = xi + ∅h (10.2)

onde ∅ é chamado de função incremento e é utilizado para extrapolar de xi
para xi+1 em uma distância h (passo de cálculo).

Esses métodos são chamados de passo único, isso porque o valor da função
incremento é baseado na informação de um único ponto i.

Existem vários métodos de passo único. Aqui será apresentado o Runge-Kutta
de quarta ordem (RK4) [3]. Ele foi escolhido pois apresenta uma ótima relação
acuracidade versus custo computacional.
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10.1 Método Runge-Kutta de 4º ordem

RK4 utiliza o conceito de aproximação proposto por (10.2). A 4° ordem é dada
pelos quatro coeficientes utilizados (k1, k2, k3 e k4), estimados da seguinte
forma:

Figura 10.2: Runge-Kutta

xi+1 = xi + 1
6(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)h

k1 = f(ti, xi)

k2 = f(ti + 1
2h, xi + 1

2k1h)

k3 = f(ti + 1
2h, xi + 1

2k2h)

k4 = f(ti + h, xi + k3h)

Resolução assistida por computador

1 impo r t numpy as np
2 impo r t m a t p l o t l i b . p y p l o t as p l t
3

4

5 V = 10
6 R = 1
7 L = 0.001
8 t f = 0.006
9 h = t f /100
10 i t = 0
11 r = t f / h
12 i = np . z e r o s (1+ i n t ( r ) )
13 t = np . z e r o s (1+ i n t ( r ) )
14

15 wh i l e t [ i t ] < t f :
16 k1 = (1 / L ) ∗ ( V − R ∗ i [ i t ] )
17 t x = t [ i t ] + (1 / 2 ) ∗ h
18 i x = i [ i t ] + (1 / 2) ∗ k1 ∗ h
19 k2 = (1 / L ) ∗ ( V − R ∗ i x )
20 t x = t [ i t ] + (1 / 2 ) ∗ h
21 i x = i [ i t ] + (1 / 2) ∗ k2 ∗ h
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22 k3 = (1/ L ) ∗ ( V − R ∗ i x )
23 t x = t [ i t ] + h
24 i x = i [ i t ] + k3 ∗ h
25 k4 = (1 / L ) ∗ ( V − R ∗ i x )
26 i [ i t + 1] = i [ i t ] + (1 / 6) ∗ ( k1 + 2 ∗ k2 + 2 ∗ k3 + k4 ) ∗ h
27 t [ i t + 1] = t [ i t ] + h
28 i t += 1
29

30 # V i s u a l i z a ção
31

32 p l t . p l o t ( t , i , l i n e w i d t h =2)
33 p l t . g r i d ( T rue )
34 p l t . x l a b e l ( ’ Tempo ( s ) ’ )
35 p l t . y l a b e l ( ’ Cor ren te ( A ) ’ )
36 p l t . x l im (0 , 0.006)
37 p l t . y l im (0 , 10)
38 p l t . show ( )

Para o problema do circuito RL: V = 10V, R = 1Ω, L = 0,001 H, L sem energia
inicial, e tempo final = 6 ms.

Figura 10.3: Comportamento da corrente no circuito RL
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Por RK4 com passo de cálculo h = 0.006/100, obtém-se o comportamento da
corrente ilustrado na Figura 10.3.

10.2 Exercícios propostos

1. Para um circuito elétrico proposto, onde
V = 100V, R = 10Ω, L = 1 H, L sem
energia inicial. Qual o valor da corrente
para o tempo de 1s?

Resp.: 10 A.

2. Para um circuito elétrico proposto, onde
R = 10Ω, L = 1 H, L sem energia inicial, C
= 1µF e com tensão inicial de 10V. (a) em
qual tempo a corrente no circuito chega
a zero (±0,0005A)? (b) qual o valor da
tensão no capacitor neste tempo?

Resp.: (a) 8 s. (b) 0 V
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Equações Integrais

Uma equação integral é uma função desconhecida (f(Φ)) sob um sinal de
integração. Exemplos na engenharia elétrica de equações integrais são Fourier,
Laplace e Maxwell.

Equações integrais lineares são usualmente classificadas em dois tipos [1]:

(1) Fredholm: f(x) = a(x)Φ(x)− λ
∫ b

a
K(x, t)Φ(t)dt (11.1)

onde λ é um escalar usualmente igual a 1. Funções K(x, t) e f(x) e os limites
a e b são conhecidos, enquanto φ(x) é desconhecido; e

(2) Volterra: f(x) = a(x)Φ(x)− λ
∫ x

a
K(x, t)Φ(t)dt (11.2)

com destaque para o limite superior de integração. Se f(x) = 0, as equações
(11.1) e (11.2) se tornam homogêneas.

Uma equação integral não linear acontece quando φ aparece com ordem
n > 1 dentro da integral, por exemplo:

f(x) = a(x)Φ(x)− λ
∫ x

a
K(x, t)Φ2(t)dt (11.3)

A maioria das equações diferenciais ordinárias podem ser expressas como
equações integrais, mas o inverso nem sempre é possível [1]. Isso é muito
devido ao fato de que as condições de contorno são incorporadas nas equações
integrais, enquanto nas equações diferenciais elas são imposições externas
e complementares. Por exemplo, considerando uma equação diferencial
ordinária de segunda ordem:

∂2Φ
∂x2 = F (x,Φ) , a ≤ x ≤ b (11.4)
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integrando,

∂Φ
∂x

=
∫ x

a
F (x,Φ(t))dt+ c1 (11.5)

onde c1 = φ′(a). Integrando por partes,

Φ(x) = c2 + c1x+
∫ x

a
(x− t)F (x,Φ(t))dt (11.6)

onde c2 = Φ(a)− Φ′(a). Então,

Φ(x) = Φ(a) + (x− a)Φ′(a) +
∫ x

a
(x− t)F (x,Φ)dt . (11.7)

A equação (11.7) representa a equação (11.4) com suas condições de
contorno. Aqui foi demonstrado para uma dimensão (x). Equações integrais
envolvendo funções desconhecidas em mais dimensões podem ser encontradas
em literatura dedicada ao tema [1][2].

Uma forma mais sistemática de obtenção de uma equação integral a partir de
uma equação diferencial ordinária ou parcial é a construção de uma função
auxiliar conhecida como Green′sfunction [1][2]. A função de Green é uma
série de expansão, portanto, ela lineariza problemas não lineares. Isto pode
ser um atrativo ou uma dificuldade, dependendo do problema a ser resolvido.

Entre as técnicas numéricas para resolução de equações integrais, destacam-se
o método dos elementos de contorno (BEM) e o método dos momentos (MoM).
O MoM tem por fundamento a função de Green e será aqui detalhado.

Para a engenharia elétrica, em particular para o eletromagnetismo, as
vantagens de formular um problema em termos de equações integrais reside
no fato de que essa formulação incorpora a identidade de Sommerfeld, a qual
rege a propagação de ondas [3].

118



Capítulo 11. Equações Integrais

11.1 Método dos momentos

Seja a função de Green [2][4]:

L(f) = g (11.8)

onde L é um operador qualquer conhecido, g é uma fonte ou excitação
conhecida e f é o campo eletromagnético ou resposta.

A função desconhecida f é expandida em uma combinação linear de N

funções, no domínio do operador L:

f = α1f1 + α2f2 + · · ·+ αnfn =
N∑
n=1

αnfn (11.9)

onde an são constantes desconhecidas e fn é conhecida como função de base
(ou de expansão). Substituindo (11.10) em (11.9), tem-se:

L =
(

N∑
n=1

αnfn

)
= g ∴

N∑
n=1

(αnL(fn)) = g . (11.10)

Assumindo um produto escalar ajustável para 〈f |g〉, a solução do problema
indicado pode ser determinada. Para isso definem-se funções de peso (ou de
teste) da forma w1, w2, . . . , wm no domínio de L, e faz-se o produto escalar da
última equação para cada wm. Assim:

N∑
n=1

αn〈wm|L(fn)〉 = 〈wm|g〉 m = 1, 2, 3, . . . , N (11.11)

Tal equação transportada para a forma matricial gera:

[Imn][αn] = [gm]
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[Imn] =


〈w1|L(f1)〉 · · · 〈w1|L(fn)〉

...
. . .

...
〈wm|L(f1)〉 · · · 〈wm|L(fn)〉

 (11.12)

Se a matriz [Imn] é não singular, então [Imn]−1 existe, assim αn é dado por:

[αn] = [Imn]−1[gm] (11.13)

com o valor de αn encontrado determina-se o valor de f :

f = [fn][αn] = [fn]Imn−1[gm] (11.14)

A precisão da solução f depende das escolhas do tipo das funções de base e
de peso, fn e wm respectivamente.

De forma breve, para se ter soluções mais exatas, pode-se assumir um número
maior de funções de base e de peso. Um caso particular conhecido como
Método de Galerkin é quando fn = wm [2][3]. A função fn deve ser linearmente
independente e escolhida de tal maneira que os produtos escalares 〈wm|g〉
sejam relativamente independentes das propriedades de g.

O problema

Considere um fio fino condutor de raio a e comprimento L(L >> a) localizado
no espaço livre [4].

Estando o fio num
potencial V o, deseja-
se determinar a
densidade de carga
do fio.
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Da equação de Poisson [3], tem-se:

V0 =
∫ L

0

ρLdl

4πε0R

Para um ponto fixo yk no fio:

V0 = 1
4πε0

∫ L

0

ρL(Y )dy
|yk − y|

,

se ∆y é pequeno, pode-se considerar a seguinte aproximação:

∫ L

0
f(y)dy = f(y1)∆y + · · ·+ f(yN )∆y =

N∑
k=1

f(yk)∆y

ou seja,

4πε0V0 = ρ1∆
|yk − y1|

+ ρ2∆
|yk − y2|

+ · · ·+ ρN∆
|yk − yN |

e ∆ = L/N

Transformando em matriz:

[B] = [A][ρ]

[B] = 4πε0V0


1
...
1

 [A] =


A11 · · · A1N
...

. . .
...

AN1 · · · ANN



[ρ] =


ρ1
...
ρN

 Amn = ∆
|ym − yn|

m 6= n

Aqui, tem-se singularidades na diagonal principal. De forma mais rigorosa e
considerando o fio condutor perfeito, portanto a densidade superficial de carga
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aparece somente na superfície, e também desprezando-se a espessura do fio,
chega-se a:

V (centro) = 1
4πε0

∫ 2π

0

∫ ∆/2

−∆/2

ρsadφdy

[a2 + y2] 1
2

= 2πaρs
4πε0

ln

{
∆/2 + [(∆/2)2 + a2]1/2
−∆/2 + [(∆/2)2 + a2]1/2

}

Sendo ∆ >> a :

V (centro) = 2πaρs
4πε0

2ln
{∆
a

}
ρL = 2πaρs Ann = 2ln

{∆
a

}


2ln

(
∆
a

)
· · · ∆

|y1−yN |
...

. . .
...

∆
|yN−y1| · · · 2ln

(
∆
a

)


ρ1
...
ρN

 = 4πε0V0


1
...
1


De forma análoga, a carga Q pode ser calculada por:

Q =
∫
ρLdl Q =

N∑
k=1

ρk∆ (11.15)

O código a seguir resolve numericamente a equação (11.15) usando MoM.

Resolução assistida por computador

1 impo r t numpy as np
2

3

4 Er = 1
5 Eo = 8.8541 ∗ (10 ∗∗ −12)
6 Vo = 1
7 AA = 0.001
8 L = 1
9 N = 1000
10 De l t a = L / N
11 I = np . arange (1 , N + 1 , 1)
12 Y = De l t a ∗ ( I − 0 .5 )
13 A = np . z e r o s ( (1000 , 1000) )
14 f o r i i n range (0 , N) :
15 f o r j i n range (0 , N) :
16 i f i != j :
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17 A [ i ] [ j ] = De l t a / abs ( Y [ i ] − Y [ j ] )
18 e l s e :
19 A [ i ] [ j ] = 0.0
20

21 B = 4 ∗ np . p i ∗ Eo ∗ Er ∗ Vo ∗ np . ones ( ( N, 1 ) )
22 C = np . l i n a l g . i n v ( A )
23 Rho = np . matmul (C, B )
24 Sum = 0
25 f o r I i n range (0 , N) :
26 Sum = Sum + Rho [ I ]
27 I += 1
28 Q = Sum ∗ De l t a
29

30 p r i n t ( f ’Q = \n{Q} ’ )

A precisão do resultado obtido depende da discretização da geometria (N ).
Para N = 10, Q = 8.5358e-12. Para N = 1000, Q = 8.6528e-12.

11.2 Exercício proposto

Determine a capacitância de um capacitor de placas paralelas. Seja
a = b = c = 1, εr = 1 e a diferença de potencial entre as placas de 2V [4].

q =
∫
ρsds C = Q/V = Q/2

Vi =
2n∑
j=1

ρjAij

Aij = 1
4πε0

∫ j

∆Si

dS

Rij

Rij =
√

(xj − xi)2 + (yj − yi)2 + (zj − zi)2


A1,1 · · · A1,2n
...

. . .
...

A2n,1 · · · A2n,2n




ρ1
...
ρ2n

 =


1
...
−1
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Para i 6= j

Aij = ∆Si
4πε0Rij

= (∆l)2

4πε0Rij

Para i = j

Aij = ∆l
πε0

ln(1 +
√

2) = ∆l
πε0

(0, 8814)

Resposta:

N = 9 , C = 26,5155 pF
N = 25 , C = 27,7353 pF
N = 100 , C = 28,6959 pF
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Continuação dos Estudos

Este é um livro de cálculo numérico aplicado à engenharia elétrica e as suas
técnicas numéricas.

Partindo de um problema de circuitos elétricos ou eletromagnetismo, por
exemplo, o leitor é capaz de identificar a natureza matemática do problema.
Assim o sendo, ele pode escolher a ferramenta numérica mais apropriada para
a sua resolução.

Este é o primeiro passo em computação científica, a qual desenvolve modelos
matemáticos e técnicas de soluções numéricas para analisar e resolver
problemas científicos e de engenharia.

Computação científica é uma área em franco desenvolvimento, devido a dois
motivos principais: (i) a crescente capacidade de processamento computacional;
e (ii) a crescente quantidade de dados disponíveis (sensoriamento cada vez mais
barato e a sua integração pela internet).

O desafio sempre será obter a modelagem matemática mais próxima possível
da realidade, conforme discutido inúmeras vezes neste livro. Junta-se a isso
agora, a grande quantidade de dados a serem interpretados. Transformar
dados em informação útil para uma tomada de decisão inteligente é o estado
da arte hoje.

Nesse contexto, sugere-se ao leitor continuar seus estudos por:

• Pesquisa operacional - é o uso de modelos matemáticos, estatística e
algoritmos para ajudar na tomada de decisões. Muito utilizada dentro
da administração e da engenharia de produção, a pesquisa operacional
envolve técnicas como: teoria da dualidade e análise de sensibilidade,
teoria de jogos, processo de decisão de Markov e teoria de filas [1][2].

• Otimização - é um processo para buscar a melhor solução de um
determinado problema. Para modelagens lineares, usa-se a programação
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linear, como, por exemplo, ométodo simplex [1]-[3]. Para equacionamentos
não lineares, pode-se utilizar a programação não linear, na forma
clássica com métodos baseados em derivada [1][4] ou com abordagens
estocásticas (métodos baseados em probabilidade) [5][6]. Destaque
aqui para uma nova família de ferramentas estocásticas chamadas de
computação evolutiva ou bioinspirada, como os algoritmos genéticos,
colônia de formigas, enxame de partículas ou sistemas imunológicos
artificiais [7].

• Inteligência artificial ou aprendizado de máquina (machine learning)
- são algoritmos construídos de forma a reconhecer padrões, aprender
e agir a partir de dados, sem necessitar de instrução humana explícita
[8]-[10]. De forma geral, o aprendizado pode ser supervisionado ou
não supervisionado. Técnicas para aprendizado supervisionado buscam
responder um objetivo, ou seja, há uma variável explícita a ser respondida
(K-nearest neighbors e support vector machine são exemplos de técnicas).
Métodos não supervisionados buscam identificar grupos ou padrões a
partir dos dados, sem um objetivo específico a ser alcançado (mapas
de Kohonen é a estratégia mais difundida). As chamadas redes neurais
artificiais (RNA) podem ser implementadas com as duas orientações. RNA
são modelos computacionais inspirados no sistema nervoso central.

O Grupo de Pesquisa em Computação Científica para Engenharia (PECCE),
vinculado ao Instituto Federal de Santa Catarina (IFSC), do qual os autores
deste livro são integrantes, desenvolve aplicações para a indústria em todos os
temas aqui citados. Entre em contato.

Bons estudos!
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